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R�esum�eL'�etude des 
on�gurations d'�equilibre de �laments soumis �a des 
ontraintes de tor-sion et tension peut être appliqu�ee aux brins d'A.D.N. si l'on 
onsid�ere la double h�eli
e
omme un �lament �elastique plein. Pour expliquer le sur-enroulement de l'A.D.N., lemod�ele doit alors prendre en 
ompte la possibilit�e de 
onta
t du �lament ave
 lui-même. R�e
emment des 
on�gurations d'�equilibre de �laments 
los en bou
le ont �et�e
al
ul�ees en prenant en 
ompte une for
e de 
onta
t sans fri
tion [2℄.Sous 
ertaines 
onditions, le �lament peut s'enrouler sur lui-même le long d'uneligne de 
onta
t. Les deux brins peuvent alors être 
onsider�es 
omme un syst�eme�elastique �a part enti�ere : un toron de 2 �ls ou paire torsad�ee. Pour 
e syst�eme nous�etablissons par une analyse �energ�etique la relation entre l'angle d'enroulement et latorsion dans les deux �laments. L'extension de 
e r�esultat �a une paire torsad�ee soumise�a un 
ouple et �a une tension externes nous permet d'�etablir une relation de 
onstitutionqui relie la longueur et l'enroulement de la paire �a la 
harge appliqu�ee. Des exp�erien
esave
 des �laments �elastiques montrent un tr�es bon a

ord ave
 le mod�ele th�eorique.L'appli
ation de 
e mod�ele aux plasmides d'A.D.N. �a fort twist permet de 
al
ulerune approximation du lien topologique d'un plasmide �a partir de la simple donn�ee del'angle d'enroulement.1 Introdu
tionLes propri�et�es biologiques d'une mol�e
ule d'A.D.N. d�ependent fortement de sa 
on�-guration spatiale. Par exemple lors de la phase de trans
ription, la mol�e
ule d'A.D.N.voit l'A.R.N. polym�erase passer �a travers elle, 
e qui implique une rotation de plusieurstours/se
onde, rotation qui 
r�ee une 
ontrainte de torsion importante.La double h�eli
e de la plus-part des mol�e
ules d'A.D.N. est orient�ee droite et si 
ettetorsion intrins�eque est augment�ee (diminu�ee) par les 
ontraintes ext�erieures on dit que lamol�e
ule est sur-enroul�ee (sous-enroul�ee). Le sur-enroulement tend �a vriller la mol�e
ule.Si 
elle-
i est par trop vrill�ee, elle devient inapte �a fon
tionner normalement. L'enzymetopoisomerase est l�a pour r�eguler la torsion de l'A.D.N. suivant les besoins imm�ediats dela 
ellule.La stru
ture et les propri�et�es m�e
aniques de la mol�e
ule d'A.D.N. peuvent être �etudi�ee�a plusieurs �e
helles. Si l'on 
onsid�ere un brin de grande longueur, les d�eformations spatialesont lieu �a un niveau o�u la stru
ture interne en double h�eli
e peut être oubli�ee et o�u on peut
onsid�erer la mol�e
ule 
omme un �lament �elastique. De nombreux travaux ont �et�e r�ealis�esr�e
emment sur la mod�elisation de la mol�e
ule d'A.D.N. 
omme longue �bre �elastique[2, 3, 4, 5, 6℄.Lorsqu'un �lament initialement droit est soumis �a une 
ontrainte de torsion, sapremi�ere r�eponse est d'en
aisser la torsion en tournant sur lui même. N�eanmoins si la} Paris Onze �Editions, Bât.338, Universit�e de Paris-sud, 91405 Orsay
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h et al.torsion devient trop grande le �lament va 
amber en 3D, partageant l'�energie potentiellequ'on lui impose en une �energie de torsion et une �energie de 
ourbure. Si la torsion est en-
ore augment�ee la d�eformation globale du �lament est telle qu'il entre en 
onta
t ave
 luimême. Le �lament 
ommen
e alors �a s'enrouler sur lui même [7℄ formant des ple
ton�emes.Les points de self-
onta
t sont d'abord isol�es le long du �lament puis, apr�es un 
ertainnombre limite, le 
onta
t se fait lin�eique, le �lament s'enroulant sur lui même en h�eli
e pourformer une paire torsad�ee. Ce
i a �et�e observ�e num�eriquement [8℄ et exp�erimentalement [9℄pour des �laments tenus �a leurs extr�emit�es de mani�ere �a pouvoir varier la distan
e entre
es extr�emit�es mais aussi pouvoir tourner les extr�emit�es l'une par rapport �a l'autre.Dans 
ertains 
as une mol�e
ule d'A.D.N. peut se refermer sur elle-même de mani�ere �aformer un plasmide. Une fois referm�ee, l'enzyme topoisomerase peut agir pour augmenterle lien topologique et par l�a former des ple
ton�emes. Ces 
on�gurations de plasmides ave

onta
t ont �et�e 
al
ul�ees [2℄ en mod�elisant l'A.D.N. 
omme un �lament �elastique et les
on�gurations en h�eli
e (paires torsad�ees) apparaissent d�es que le nombre de point de
onta
t est sup�erieur �a trois [6℄.Tout d'abord, nous montrons 
omment on peut fa
ilement obtenir la 
on�gurationd'�equilibre d'une paire torsad�ee que 
elle-
i soit ou non soumise �a une 
ontrainte ext�erieure.Puis nous v�eri�ons exp�eriementalement le r�esultat obtenu en soumettant une paire tor-sad�ee en sili
one �a une 
harge en tension. En�n nous montrons 
omment notre r�esultatpeut servir �a donner une approximation du lien topologique et du vrillage d'un plasmided'A.D.N. depuis un 
li
h�e au mi
ros
ope �a balayage �ele
tronique.2 Mod�elisation de la paire torsad�eeNous voulons 
al
uler les 
on�gurations d'�equilibre de la paire torsad�ee en �g. 1.Nous utilisons des hypoth�eses d'�elasti
it�e 
lassiques : �lament hyper�elastique, relationde 
onstitution lin�eaire entre 
ontraintes et d�eformations, inextensibilit�e du �lament. Lagravitation n'est pas prise en 
ompte ni les e�ets de d�e
hirement. De plus le �lament est
onsid�er�e �a se
tion symm�etrique. Nous nous restreignons au 
as o�u le 
onta
t sur fait le

Fig. 1 { Deux �laments originairement droits et tourn�es (�g. du haut), qui s'enroulentspontanement pour former une paire torsad�ee (�g. du bas), de fa�
on �a r�eduire la torsion.



Filaments enroul�es en paires torsad�ees 3long d'une ligne droite. Cha
un des deux �laments est don
 enroul�e suivant une h�eli
e (�aangle � �xe ou variable) de rayon r 
ommun aux deux �laments. La for
e de 
onta
t estsans fri
tion, elle agit perpendi
ulairement �a la ligne de 
onta
t.3 Equilibre de la paire torsad�ee, analyse �energ�etiqueConsid�erons la paire torsad�ee soumise �a une 
ontrainte externe de torsion (N) et detension (G) et 
al
ulons son �energie potentielle (d�eformation �elastique et travail des for
esexternes) : V = Velas + VG + VN (1)�(s) est l'angle entre la tangente en un point d'ab
isse 
urviligne s du �lament et l'axe de
onta
t ez. L'�energie �elastique de d�eformation des deux �laments de la paire :Velas = 2 Z L0 Welas(s)ds (2)se divise en une partie due �a la 
ourbure et une partie due �a la torsion :W� = 12 EI �(s)2 W� = 12 GJ �(s)2 (3)Une fois les deux termes �(s) et �(s) 
al
ul�es, l'�equilibre de la paire torsad�ee est asso
i�e �al'extremum de V .3.1 Courbure d'une h�eli
e g�en�eralis�eeLa ligne 
entrale de 
ha
un des �laments d�e
rit une h�eli
e dont l'angle peut varier lelong du �lament. La tangente t de la ligne 
entrale s'�e
rit :t(s) = ez 
os(�(s))� ez � er sin(�(s)) (4)o�u er est le ve
teur radial orthogonal �a l'axe ez de l'h�eli
e. La tangente t et sa d�eriv�e (parrapport �a l'ab
isse 
urviligne s) _t permettent de 
al
uler la 
ourbure de l'h�eli
e de rayonr : jt� _tj2 = �(s)2 = _�2 + sin4(�)r2 (5)3.2 Lien topologique et vrillage de deux h�eli
esLe vrillage d'une 
ourbe ferm�ee d�e
rit la fa�
on (plus ou moins 
ompliqu�ee) dont 
ette
ourbe s'enroule autour d'elle même. Consid�erant les deux h�eli
es 
omme reli�ees l'une �al'autre de 
haque 
ôt�e par un segment droit, nous pouvons �e
rire le vrillage de la pairetorsad�ee 
omme : 2�Wr = �Lr sin(2 �) (6)o�u L est la longueur de 
ha
un des �laments et r leur rayon 
ommun.Consid�erons maintenant la torsion pr�esente dans 
ha
un des �lament. Celle-
i a poure�et de tourner le �lament, 
'est le twist. Si nous int�egrons 
ette torsion sur toute lalongueur (2L) de la paire torsad�ee, nous obtenons simplement :2� Tw = 2L� (7)
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ar la torsion est 
onstante le long de 
ha
un des �laments puisque 
eux 
i ont �et�e 
hoisis�a se
tion sym�etrique [1℄.Lorsque nous 
hangeons la torsion (et don
 Tw) dans un �lament quel
onque �al'�equilibre, 
elui-
i va 
hanger sa 
on�guration spatiale et part l�a son vrillage Wr a�nde retrouver une 
on�guration d'�equilibre. N�eanmoins la somme Tw +Wr reste 
onstante[11℄. On appelle 
ette somme le lien topologique :Lk = Tw +Wr = �L� � L2� r sin(2 �) (8)3.3 Travail des 
ontraintes externesLa tension externe G (parall�ele �a ez) appliqu�ee �a la paire torsad�ee fournit �a 
elle-
iune �energie potentielle : VG = �G` = �G Z L0 
os(�)ds (9)o�u ` est la longueur de la paire torsad�ee. Le moment externe N (parall�ele �a ez) appliqu�ee�a la paire torsad�ee fournit �a 
elle-
i une �energie potentielle :VN = �N n = �N Z L0 sin(�)r ds (10)o�u n est la rotation (en radians) de la paire par rapport �a l'axe ez.3.4 Equation d'�equilibreAjoutant tout les termes dans l'�equation (1), nous obtenons la fon
tionnelle :V [�; _�℄ = Z L0 W (�(s); _�(s)) ds ave
 �equilibre pour �W�� = dds �W� _� (11)2 r2EI �� = 4EI sin3(�) 
os(�) +GJ �2�L Lkr + sin(2�)� 
os(2�) +Gr2 sin(�)�Nr 
os(�)(12)
ette �equation g�en�eralise [6℄ et [3℄. L'�equation (12) 
orrespond �a un syst�eme dynamiqueHamiltonien dans le plan dont les traje
toires sont les 
ourbes de niveaux du Hamiltonienet dont le 'temps' est l'ab
isse 
urviligne s. Une 
on�guration de la paire torsad�ee s'obtienten int�egrant (12) entre s = 0 et s = L. Les 
onditions initiales �(0) et _�(0) et �nales �(L) et_�(L) s�ele
tionnent les traje
toires �a 
onsid�erer. Dans la limite o�u la longueur L devient tr�esgrande (in�nie), seule les traje
toires de p�eriode in�nie sont �a 
onsid�erer. Ces traje
toiressont soit des points �xes soit des 
ourbes homo
lines ou h�et�ero
lines reliant 
es points�xes. Pour notre probl�eme, le point de selle du plan de phase 
orrespondera �a une pairetorsad�ee d'angle � 
onstant est d�e�ni par l'�equation (12) ave
 �� = 0.La paire torsad�ee de la �g. 1 a �et�e 
onstruite �a partir de deux �laments tourn�esayant 
ha
un un lien topologique Lk = 3. Pour trouver l'angle � = 23:4Æ qui 
orrespond�a la paire torsad�ee 
onstante et sans 
ontrainte externe, il suÆt de r�esoudre (12) ave
�� = G = N = 0 et Lk = 6 (EI et GJ d�ependants du mat�eriaux).
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ation experimentaleUn test experimental a �et�e r�ealis�e ave
 l'assistan
e de Ben Thompson (petit-�ls d'undes auteurs). Une paire torsad�ee en sili
one (GJEI = 23) 
onsistitu�ee de 20 tours est pendue�a une poten
e. Des poids de di��erentes masses sont a

ro
h�es �a l'extr�emit�e inf�erieure de lapaire a�n de r�ealiser une 
harge G d'intensit�e ajustable. Au
un moment N n'est appliqu�eet la paire est lubri��ee ave
 de l'huile d'olive pour r�eduire les for
es de fri
tion. A 
hargenulle, la paire torsad�ee ressemble �a 
elle de la �g. 1. Puis au fur est �a mesure que la 
harge
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Gr2/BFig. 2 { Relev�es experimentaux (
roix) de la rotation n de la paire torsad�ee en fon
tion dela 
harge G appliqu�ee. La 
ourbe th�eorique est obtenue en rempla
ant n = Lr sin(�) dansl'�equation (12) ave
 N = _� = 0, Lk = �20, Lr = 119 et GJEI = 23 .G augmente, la paire torsad�ee tourne sur elle même tandis que son angle � diminue. Unrelev�e de la rotation de la paire en fon
tion de la 
harge est tra
�e en �g. 2. Les mesuresexp�erimentales sont en tr�es bon a

ord ave
 la 
ourbe th�eorique (eq. (12) ave
 N = _� = 0et Lr = 119). La s�eparation �a forte 
harge est tr�es probablement due �a l'extensibilit�e dusili
one non prise en 
ompte dans le mod�ele, ainsi que la 
ontra
tion de Poisson du rayondu �lament.5 Estimation du lien topologique et du vrillage d'un plas-mide d'A.D.N.Une appli
ation int�eressante de l'�equation (12) est l'estimation du lien topologiqued'un plasmide d'A.D.N. �a partir de la simple donn�ee de l'angle d'enroulement (�) [10℄. Un
li
h�e au mi
ros
ope �a balayage �ele
tronique ressemble typiquement au �lament montr�een �g. 3 (qui est en fait une 
on�guration 
al
ul�ee dans [6℄ ave
 Lk = 10). Comment peut-on �a partir d'un simple 
li
h�e donner une estimation du lien topologique? Cette valeurest importante 
ar les propri�et�es biologiques du plasmide d�ependent fortement de Lk. Apartir du 
li
h�e, il faut mesurer l'angle d'enroulement � . Puis on r�esoud l'�equation (12)ave
 N = G = _� = 0 pour Lk. Il s'agit �evidemment de 
onnâ�tre le nombre de bases dontest 
onstitu�e le plasimide ainsi qu'une valeur de GJEI pour l'A.D.N.
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Fig. 3 { Filament 
los enroul�e sur lui même [6℄ ave
 Lk = 10.6 Con
lusionNous avons 
al
ul�es les 
on�gurations d'�equilibre d'une paire torsad�ee 
onstitu�ee dedeux �laments identiques s'enroulant en h�eli
e l'un autour de l'autre. Cette 
on�gurationest importante 
ar elle apparâ�t d�es qu'un �lament est soumis �a une 
ontrainte de torsionimportante. Nous avons montr�e 
omment on peut utiliser 
e r�esultat pour estimer le lientopologique d'un plasmide d'A.D.N. enroul�e sur lui même depuis la simple donn�ee dunombre de bases et de l'angle d'enroulement. Une extension possible serait de 
al
uler des
on�gurations o�u la ligne de 
onta
t est un 
er
le, les �laments s'enroulant sur un tore.
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