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Résumé. Nous généralisons a des processus a valeurs dans un espace de Banach différentes
notions de non-causalité en temps discret et en temps continu. Nous nous intéresserons
a la préservation de la non-causalité par discrétisation fonctionnelle d'un processus a
trajectoires continues. Enfin, nous établirons des théorémes limites (loi des grands nombres
et théoreme central limite) pour des processus autorégressifs hilbertiens d’ordre un avec
variables exogénes] 2000 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales
Elsevier SAS

Noncausality and functional discretization, limit theorems for an
ARHX(1) process

Abstract. We generalize to Banach valued processes various concepts of noncausality in discrete and
continuous time. Preservation of noncausality by functional discretization of a process with
continuous sample paths is then considered. Finally, limit theofémsof large numbers
and central limit theoremare established for autoregressive Hilbertian processes of order
one with exogenous variables. 2000 Académie des sciences/Editions scientifiques et
médicales Elsevier SAS

1. Non-causalité et discrétisation fonctionnelle

Soient(z;, t € RT), (24, t € RT) deux processus a trajectoires continues définis sur le méme espac
probabilisé(2, A, P). Posons :

Xk(t):xkﬁ-l-tv 0<t<5, k:071727"'; (1)
Zk(t)zzk5+ta O<t<6ak:0717275

(Xx) et(Zy) sont a valeurs dars[0, 6]. On peut considérer aussi ces trajectoires danset ainsi(X)
et(Z) sont des processus a valeurs dafg0, 6]). Cette discrétisation fonctionnelle permet de manipuler
des portions de trajectoires. Des modeéles autorégressifs banachiques ou hilbertiens ont été étudié:
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Bosqg dans [2] et des applications se trouvent dans [1] ou [3]. PaBpaso((zy,24), 0 < u < t) et
Z; =0 (24,0 <u < t). Ainsi pour toutt, Z; C F.

La notion de non-causalité a été historiquement introduite par Granger [6] et Sims [11]. Les définitiol
de non-causalité en temps discret ou continu sont issues de Florens et Fougeére [5], ici généralisées ¢
processus a valeurs dans un espace de Banach. L'information contenue dans I'éctiaqtillon X,, 1)
est la méme que celle contenue dang (0 < u < nd), ce qui permet d’'écrire :

PROPOSITION 1. —Si on poseF,”) = o(Xk,Zk), k=0,...,n—1) etzP) = 0(Zy, k=0,...,n—
1), alors pour tout entier, ]—',(LD) = F.s et Z,(LD) =Z.5.

PROPOSITION 2. —Supposons quéF;) ne cause pas fortement globalemést), alors (]—',(LD)) ne
cause pas fortement globalemeéﬁtﬁD)).

PROPOSITION 3. —Supposons quéZ;) ne cause pas faiblement globalemést), alors ( qSD)) ne

cause pas faiblement globalemeéﬁt,(LD)) .

Les preuves se trouvent dans [7].

La non-causalité instantannée se définit par la conservation de la décomposition d’'une semi-marting
spéciale en la somme d’'un processus prévisible et d’'une martingale locale lorsque la filtration de référe
(Z:) est remplacée pafF:). On peut voir qu'il est possible de discrétiser chague membre de la
décomposition d'une semi-martingale spéciale continue car ceux-ci sont eux-méme continus par [8], p. ¢
87. La question qui se pose est ainsi la suivanté Fsj ne cause pas instantanémegst), alors est-ce que
(FP)) ne cause pas instantanéméat”) 2

Vu la relation entre prévisibilité et non-causalité [5], lemme 3.1 (que I'on peut adapter au temps discre
la réponse est non. Intuitivement, il semble impossible de passer d’'une propriété infinitésimatexa «
un saut de longueur.

Par ailleurs, Comte et Renault[4] ont comparé, dans le cas d’un processus Bivari&’; , X») solution
d’'une équation différentielle stochastique d’ordre un les propriétés de non-causalité du processus ef
processus échantilloné. Il ont montré que la non-causalité de Granger locale sle X; implique la
non-causalité de Granger en temps discreXdesur X; échantillonés avec un pas de pour tout horizon.

Dans notre contexte, il est naturel de se demander si la connaissance des échz{nlml@*/sk),
1<j <k}, {Zi(j/k), 1<j<k}, ieN, ke N permet d'obtenir des propriétés de non-causalité pour
les processus a trajectoires continus sous-jacents. Ceci est vrai asymptotiquement au vu de la propos
suivante, écrite avet= 1.

PROPOSITION 4. —Soit (z;, t € RT) un processus a trajectoires continues. Sdit,) donné par(1),

alors pour touti € N,
a< [j a({X(%) 1< < k})) — o (X;).

k=1
2. Théorémes limites pour un processuARHX (1)

On se place sur un espace probabi(i@éA, P).
On considére le modéle suivant, n&t& HX (1) :

Xn:p(anl)"'a(Zn) + en, (2)

avecp eta opérateurs linéaires et bornés de I'espace de Hilbert réel et sépafalales H, (¢,,) un bruit
blanc fort hilbertien, c’est-a-dire une suite de variables aléatoires i.i.d. a valeurgidsassfaisant pour

92



Non-causalité, discrétisation et processus ARHX(1)

tout entiern,
Ee, =0, O<E||5ﬂ||2202<oov

et(Z,,) la suite de variables aléatoires exogénes. Les hypothéses de base sont les s¥antablement
stationnaire de moyenne nulle,,) L1 (Z,,) et> " ", [ p"| < oc.
On considérera deux cas particuliers. Le premier suppose la propriété d’'indépendance :

Vn, X7LHO'(Z7L+1,Z7L+2,...). (Hl)

Cette hypothése est trés exigeante sur la maniére dont la valeur aunemipfuence pas les valeurs
futures de la variable exogéne. Pour des raisons purement techniques, les conditions plus classique
non-causalité de Granger ont été délaissées.

Le deuxiéme cas est celui §i,,) est unARH(1) de moyenne nulle (donc faiblement stationnaire) :

Z7L:u(Zn—1)+nn7 (HZ)

avecu opérateur de I'espace de Hilbeft vers H tel que)_° |[u"|| < oo, (1,,) un bruit blanc fort
hilbertien. Nous ne faisons dans ce cas aucune hypothése de non-causalité.
Pour les preuves des résultats de cette sectioin [7]).

PrROPOSITION 5. —Le modelg2) a pour unique solution faiblement stationnaire

X, = ij (en—j + a(Zn—j)), neL.
=0

La série converge darisy (9, A, P). SougH1) (a(Z,) + ,) est I'innovation dg X,,), et si de plugZ,,)
esti.i.d., alors la série converge p.s.

PROPOSITION 6. —Soit(X,,) un processud RHX(1) avec(H1) vérifiée. Alors(X,,) est un processus
de Markov au sens large.

Considérons maintenant le processus (é&l,, v)) avecv € H.
PROPOSITION 7. —Soit (X,,) un processu?\RHX(1) avec(H1) vérifiée. Soitv un élément de7 tel
queE ((g0,v)?) >0 0uE ({a(Zo),v)?) > 0. Supposons qu'il existe un nombre réetel que
(Xn,p"(v) —av)y=0 p.s.,nez.

Alors (X,,,v) est un processus markovien au sens large. Dans cgadas 1 et ((X,,,v)) posséde la
representatio®RX(1) :

(X, v) = a(Xp—1,0) + (a(Zy),v) + (€0, v).

Pour obtenir la propriété de Markov sous (H2), Shen [10] a proposé certaines hypothéses pour le moc
réel X, 11 = o(X,) +¥(Z,) + en, avecZ, 11 = F(Z,,) + n, qu'il est possible d’étendre ici.
NotonsS,, =>"7_, Xy.
THEOREME 1 (LGN).—Soit X un ARHX(1) sous(H1), ou (H2) avec la condition supplémentaire
lull < [lpll < 1. Alors
S'IL

= 2% 0 quandn — .
n L3(P)
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De plus,

n1/4 Sn

ni/2 s, .
— — 0 pour toute suites,, — oo.
Up T L3 (P) n—00
THEOREME 2 (TCL).—Soit X un ARHX(1) sous(H1) ou (H2). Supposons quéZ,,) vérifie un
théoréme central-limite, c’est-a-dire

n V23" 7 55 N(0,0).

; n—oo
i=1

(Pour des exemplesoir [2] ou[9].)
Alors

n"23 "X 5 N(0,T),

4 n— o0
=1

avec

L= —-p) " (Cc+aCa®) (I - p*)fl.

Concernant I'opérateur de covariance empirigefe§osq [2]), en notanf - ||»- la norme nucléaire, on
peut écrire :

THEOREME 3. —Soit X un ARHX(1) sous(H1), ou (H2) avec la condition supplémentaifg:| <
llpll < 1. Alors

2 +oo

+oo
Sn
nCs,m— D Cxox| —0 et nB|=t — % E(Xo, Xn).
h=—o00 N =—00
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