Entfallene Aufgaben

Dieses Dokument besteht aus Inhalten der ersten Auflage des Buches Vorberei-
tungskurs Staatsexamen Mathematik von Dominik Bullach und Johannes Funk, die
in der zweiten Auflage nicht mehr enthalten sind.

Alle Seitenangaben sowie Referenzen beziehen sich auf die zweife Auflage des
Buches, erschienen bei Springer Spektrum, 2021.
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1 Entfallene Aufgaben — Algebra

1.1 Direkte und Semidirekte Produkte

Aufgabe (Friithjahr 2013, T3A1)
Man konstruiere eine nicht-abelsche Gruppe der Ordnung 2013.

Hinweis Verwenden Sie ein geeignetes semidirektes Produkt.

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Friihjahr 2013, T3A1)

Wir bemerken zunéchst, dass 2013 = 3 - 11 - 61 ist. Unser Ziel ist, im Folgen-
den einen nicht-trivialen Homomorphismus ¢: Z/337 — Aut(Z/61Z) zu
definieren. Dazu verwenden wir, dass nach Proposition 1.24 (2)

Aut(Z417) = (Z/612)" = Z /607

eine zyklische Gruppe der Ordnung 60 = 22 -3 - 5 ist. Wegen 3 | 60 gibt es
ein Element a € Aut (Z/61Z) mit orda = 3. Da 3 ein Teiler von 33 = ord(1)
ist, gibt es nach Proposition 1.24 (1) einen eindeutigen Homomorphismus

¢: 2,337 — Aut (Z/517) mit ¢(1) = a.

Dieser ist nicht-trivial, denn es gilt 2 # id wegen orda = 3 und somit
¢(1) # id. GeméaB Proposition 1.23 ist dann Z/61Z x4 Z/33Z. eine nicht-
abelsche Gruppe der Ordnung 33 - 61 = 2013 ist.

1.2 Sylow-Satze und ihre Anwendungen

Ve

Anleitung: Isomorphietyp von Gruppen mittels Sylowsatzen und
semidirektem Produkt bestimmen

Sei G eine Gruppe.

(1) Verwende die Sylowsitze, um die Anzahlen der jeweiligen Sylowgruppen
von G einzugrenzen. Optimalerweise ist dann




1.2 Sylow-Sitze und ihre Anwendungen 3

* eine Sylowgruppe oder ein Produkt von Sylowgruppen ein Normal-
teiler N von G und

* N abelsch und von bekanntem Isomorphietyp, da z. B. die Ordnung
von N eine Primzahl ist.

(2) In aller Regel wird es nun eine Sylowgruppe P von G geben, die G = NP
und N N P = {e} aus Ordnungsgriinden erfiillt, von der man aber nicht
weifs, ob sie ein Normalteiler ist. Nach Satz 1.22 (2) ist G isomorph
zu einem semidirekten Produkt N x4 P mit einem Homomorphismus
¢: P — Aut(N).

(38) Kann man ausschlieflen, dass es einen nicht-trivialen Homomorphismus
¢: P — Aut(N) gibt, so ist G = P x N nach Proposition 1.23. Dazu kann
man meist eine der beiden gleichwertigen Vorgehensweisen befolgen:

e Ista € P, dann muss die Ordnung von ¢(a) ein Teiler der Ordnung
von 4 sein. Sind |P| und |Aut(N)| teilerfremd (verwende ggf. Propo-
sition 1.24 (2)), so muss ¢(a) = idy sein. Da a beliebig gewahlt war,
folgt ¢(a) = idy fiir alle a € P, d.h. ¢ ist trivial.

* Esist ¢(P) eine Untergruppe von Aut(N), d.h. |¢(P)| muss |Aut(N)|
teilen. Gleichzeitig ist laut Homomorphiesatz P/ ker ¢ = ¢(P), sodass
|¢(P)| auch ein Teiler von |P| ist. Haben P und Aut(N) teilerfremde
Ordnungen, so muss ¢(P) = {idy} sein, d.h. ¢ ist trivial.

Aufgabe (Herbst 2000, T1A1)
Sei G eine Gruppe mit 2001 Elementen. Zeigen Sie:

B Die p-Sylowgruppen sind fiir p = 23 und p = 29 normal.
[ Auch die 3-Sylowgruppe von G ist normal.
Die Gruppe G ist zyklisch.

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Herbst 2000, T1A1)

Es gilt 2001 = 3 - 23 - 29. Wir verwenden zunéichst den Dritten Sylowsatz
und erhalten fiir die Anzahl der 23-Sylowgruppen v,3

V23 | 3-29 = Vo3 € {1,3,29,3 . 29}.
Wegen
321 mod23, 29=6 mod23und 3-29=3-6=18 mod 23

ist nur v)3 = 1 moglich. Dies bedeutet bereits, dass die einzige 23-




1 Entfallene Aufgaben — Algebra

Sylowgruppe von G ein Normalteiler ist.

Eine vollig analoge Rechnung zeigt 1,9 = 1, also ist auch die 29-Sylow-
gruppe ein Normalteiler von G.

[ Wir schranken die Anzahl v; der 3-Sylowgruppen zunéchst ein:

v3]23-29 = w3 €{1,23,29,23-29},
23=2 mod3, 29=2 mod3, 23:-29=2-2=4=1 mod3,

somit kann v3 = 1 oder v3 = 23 - 29 = 667 sein.

Sei Py3 die einzige 23-Sylowgruppe und Pyg die einzige 29-Sylowgruppe.
Wir zeigen nun, dass G das innere direkte Produkt von P»3, P9 und
einer beliebigen 3-Sylowgruppe P; ist. Setze dazu N = Py3 - Py9. Da nach
Teil B} sowohl Py3 als auch Pyg ein Normalteiler ist, ist N ebenfalls ein
Normalteiler von G.

N hat als inneres direktes Produkt von P»3 und P9 die Ordnung 23 - 29.
Es folgt N N P; = {e}, da die Ordnungen von P; und N teilerfremd sind.
Es bleibt noch zu zeigen, dass G = NP5 gilt. Dazu berechnen wir:

IN|-|Ps|  23.29-3
INNDPy| 1

INPs| = =23.29.3 =G|

Zusammen mit NP; C G erhalten wir daraus NP; = G. Insgesamt ist also
G tatséchlich ein inneres semidirektes Produkt von N und P;. Damit ist G
isomorph zum dufleren semidirekten Produkt dieser Untergruppen, d. h.

GENN¢P3

fiir einen geeigneten Homomorphismus ¢: P;3 — Aut(N). Wir zeigen,
dass dafiir nur die triviale Abbildung infrage kommt. Es gilt

Aut(N) = Aut(Z, 237 x Z,597) = (Z537 % Z,597)".

Also hat Aut(N) die Ordnung ¢(23-29) =22-28.Ista € P3, so ist orda
ein Teiler von 3 und auch die Ordnung von ¢(a) muss 3 teilen. Wegen
312228 kommt dafiir nur 1 infrage, und es gilt ¢(a) = id fiir alle a € P5.

Damit ist ¢ trivial und G ist sogar das direkte dufiere Produkt von N und
P;, d.h.

G=Z/37 x2/(23.29)7- (*)

Somit ist G aber abelsch, d. h. jede Untergruppe ist Normalteiler. Insbe-
sondere gilt das fiir die — beliebig gewéhlte — 3-Sylowgruppe P;.

[ Aus der Isomorphie (x) und dem Chinesischen Restsatz folgt unmittelbar

G =2Z50017-
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1.3 Auflosbarkeit

Aufgabe (Friihjahr 2015, T1A3)
Sei G eine Gruppe der Ordnung 105. Zeigen Sie:

B G hat einen Normalteiler N mit [N| = 5 oder |N| = 7.
[ G ist auflosbar.

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Friihjahr 2015, T1A3)

B Es gilt 105 = 35 7. Nach dem Dritten Sylowsatz gilt
5121 = wv5€{1,3,7,21} und v |15 = v;€ {13,515}
Weiter gilt

1=1 mod5 3#%1 mod5 7=2#1 mod5 21=1 mod5,
1=1 mod7, 3#1 mod7, 5#1 mod7, 15=1 mod?7.

Und wir erhalten insgesamt v7 € {1,15} sowie v5 € {1,21}. Nehmen wir
nun an, dass v5 # 1 und v7 # 1, d.h. v5 = 21 und vy = 15.

Die 5-Sylowgruppen haben 5 Elemente: das Neutralelement sowie 4 Ele-
mente der Ordnung 5. Da jedes der Elemente der Ordnung 5 bereits die
ganze 5-Sylowgruppe erzeugt, schneiden sich je zwei der 5-Sylowgruppen
nur im Neutralelement. Somit existieren 4 - 21 = 84 Elemente der Ord-
nung 5. Das gleiche Argument liefert 6 - 15 = 90 Elemente der Ordnung 7.
Damit miisste G aber zusammen mit dem Neutralelement

90 +84+1=175> 105
Elemente besitzen — Widerspruch. Eine der beiden Anzahlen muss also 1

sein — die zugehorige Sylowgruppe ist dann ein Normalteiler.

[ 1. Fall. Es gibt eine normale 5-Sylowgruppe, d. h. einen Normalteiler N
von G mit [N| = 5.

Da N Primzahlordnung hat, ist die Gruppe zyklisch, also abelsch und
somit auflosbar. Fiir die Faktorgruppe G/N gilt

IG| 105
G/N| =12 =2 =21.
IG/N] IN| ~ 5

Wir untersuchen in G/N die Anzahl der 7-Sylowgruppen v7. Man erhalt

7713 = ve{l,3}, 1=1 mod7, 3#1 mod?7.
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Somit ist die 7-Sylowgruppe P in G/N ein Normalteiler. Wir kénnen also
die Faktorgruppe (G/N)/P betrachten. Fiir diese gilt nun

IG/N| 21

P 7

‘(G/N)/P’ -

Damit ist die Faktorgruppe (G/N)/P zyklisch, also auflosbar. Ebenso
ist auch P auflosbar. Damit ist laut Satz 1.30 die Gruppe G/N aufldsbar.
Nochmalige Anwendung von Satz 1.30 liefert, dass G auflsbar ist.

2. Fall. Es gibt eine normale 7-Sylowgruppe, d.h. einen Normalteiler
N von G mit [N| = 7. Da auch hier N Primzahlordnung hat, ist N
zyklisch und somit auflésbar. Fiir die Faktorgruppe G/N erhilt man
|G/N| = (G : N) = 15. An dieser Stelle verfihrt man entweder analog
zu oben (d. h. man zeigt, dass in G/N wiederum die 5-Sylowgruppe ein
Normalteiler ist, und folgert, dass somit G/N auflosbar ist) oder man
weifs, dass Gruppen der Ordnung 15 stets zyklisch sind (der Allgemeinfall
ist in HO4T2A1 auf Seite 50 abgedeckt), weshalb sofort folgt, dass G/N

auflosbar ist.
_ J

1.4 Irreduzibilitat

Aufgabe (Friihjahr 2010, T3A1)
Berechnen Sie alle rationalen Nullstellen des Polynoms

f=X+Xx*-2

Begriinden Sie insbesondere, dass es iiber die von Ihnen angegebenen Nullstellen
hinaus keine weiteren rationalen Nullstellen gibt.

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Friihjahr 2010, T3A1)

Am einfachsten verwendet man Lemma 2.23. Danach kommen nur Teiler
von 2 infrage. Durch Ausprobieren findet man f(1) = 0 und keine weitere
Nullstellen.

Alternative aus der ersten Auflage: Man findet f(1) = 0. Wir kénnen daher den
Linearfaktor (X — 1) ausklammern:

f=X+xt2=(X-1)x*+2x* —2= (X - D)X  +2(x* - 1)
= (X-DX* 42X -1)(X24+1) = (X - D)X +2(X - 1)(X +1)(x* +1)
= (X=1) (X*+2(X +1)(X2+1)) = (X~ 1)(X* + 2% +2X* +2X +2)
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Das Polynom X* +2X3 +2X? + 2X + 2 ist nach dem Eisensteinkriterium
irreduzibel in Q[X], besitzt also keine rationalen Nullstellen, denn eine
Nullstelle wiirde einen Teiler vom Grad 1 bedeuten. Also ist 1 die einzige
Nullstelle von f in Q.

Aufgabe (Herbst 2001, T3A5)
a Zeigen Sie:

Es gibt kein Polynom P(X) € Z[X], sodass P(7) = 5 und P(9) = 4 gilt.
[} Zeigen Sie fiira,b >3, a,b€Z:

X(X—-3)(X—a)(X—b)+1 istirreduzibel in Z[X].

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Herbst 2001, T3A5)

Nehmen wir an, es gibt ein solches Polynom P(X) Z[X] mit P(9) =4
und P(7) = 5. Es gilt (X —Y) | P(X) — P(Y) in Z[X,Y], denn es ist
X =Y mod (X —Y) und somit

P(X)—P(Y)=0 mod (X-Y).
Einsetzen von X = 9 und Y = 7 liefert dann
2=9-7 teilt POY)—P7)=4-5=-1.

Dies ist in Z nicht moglich.

Sei f = X(X —3)(X —a)(X—0b)+1. Es hat f keine Nullstellen in Z,
denn diese miissten laut 2.23 den konstanten Koeffizienten 1 teilen. Die
einzigen Kandidaten fiir eine Nullstelle sind also +1 und —1. Andererseits
sieht man

If(1) =1 =]-2(1—a)(1-b)| >2-2-2=38

f(=1) -1 =[-4(1+a)(1+D)[ > 4-4-4 =64,

sodass weder 1 noch —1 Nullstellen sein konnen. Nehmen wir nun an, es
gibt Polynome g, h € Z[X] von Grad 2, sodass f = g - h. Da f normiert ist,
miissen auch g und & normiert sein. Also ist g — h ein Polynom von Grad
< 1. Weiter ist
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also sind g(0), 1(0), g(3),h(3) jeweils +1 oder —1, in jedem Fall aber

g(0)=h(0) und g(3) = h(3).

Damit hat g — # mindestens die beiden verschiedenen Nullstellen 0 und
3. Da g — I hochstens Grad 1 hat, muss es das Nullpolynom sein. Dies
bedeutet ¢ = h und f = g?. Anders ausgedriickt:

X(X=3)(X—a)(X—-b)+1=g°
X(X=3)(X—a)(X—-b)=g"-1=(g—1)(g+1)

Als Polynomring tiber einem faktoriellen Ring ist Z[X] faktoriell, d. h. die
linke Seite der letzten Gleichung ldsst sich als eindeutige Zerlegung in
irreduzible Faktoren auffassen.

1. Fall: X | (¢ —1). Dann muss sich (g + 1) aus Gradgriinden aus zwei der
Faktoren (X —3), (X —a) und (X — b) zusammensetzen. Nach Annahme
ist g(0) —1 = 0, d.h. g(0) +1 = 2. Vergleich des letzten Koeffizienten
moglicher Zerlegungen von g + 1 zeigt, dass dann eine der Gleichungen

3a=2, 3b=2 oder ab=2

erfiillt sein miisste. Wegen a,b > 3 ist dies jedoch nicht moglich.

2.Fall: X | (g+1). Dann ist g(0) + 1 = 0, sodass ¢(0) — 1 = —2. Wie im
obigen Fall betrachtet man den konstanten Term moglicher Zerlegungen
von g + 1 in die Terme (X — 3), (X —a) und (X — b). Dabei ergeben sich
folgende Gleichungen

3ad=—-2 3b=-2 ab= -2,

die wegen a,b > 3 ebenfalls nicht erfiillt sein konnen.

Insgesamt haben wir damit nachgewiesen, dass f kein Quadrat in Z[X]
sein kann. Es ist daher f ein Polynom von Grad 4, das weder einen Teiler
von Grad 1 noch von Grad 2 hat. Somit ist f irreduzibel.

Aufgabe (Friithjahr 2000, T1A1)

Weisen Sie fiir eine Primzahl p die Aquivalenz folgender Aussagen nach:

f = X?+2X + 2 ist irreduzibel iiber dem Korper mit p> Elementen.
p =3 mod 4.
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Losungsvorschlag zur Aufgabe (Friihjahr 2000, T1A1)

Fiir p = 2 ist

f=X*+2X+2=X*> €Fp
reduzibel, also ist in diesem Fall die Aquivalenz erfiillt. Sei daher im Folgen-
den p eine ungerade Primzahl. Wir fiihren die Irreduzibilitdt von f in [F P

zunidchst auf die Irreduzibilitét tiber IF) zuriick.
Behauptung 1: Es ist f genau dann irreduzibel iiber IF 3, wenn f irreduzibel

in IFp [X] ist.
»,=": Ist klar, denn gébe es eine echte Zerlegung von f iiber [F,, so wire

dies insbesondere eine Zerlegung tiber IF s und damit wiére f auch in IF
reduzibel.

»<=": Nach Voraussetzung ist f irreduzibel iiber IF,[X], d.h. ist & eine Null-
stelle von f in einem algebraischen Abschluss von [Fp,, so ist f das Minimalpo-
lynom von & und es folgt [F, () : F,] = 2. Wére nun f reduzibel in FF 5 [X],
so miisste f dort in Linearfaktoren zerfallen, d. h. « € [F ;. Insbesondere ware
Fp(a) ein Teilkorper von IF 3, sodass also nach der Gradformel

2=[Fp(a):Fp] teilt [Fy;:F,]=3
gilt, was offensichtlich nicht sein kann. Folglich muss f irreduzibel iiber IF 3
sein.
Behauptung 2: Genau dann ist f irreduzibel in F,[X], wenn p = 3 mod 4.

Als Polynom von Grad 2 ist f genau dann irreduzibel in FF,[X], wenn f
keine Nullstelle in F, besitzt. Sei « € F, eine Nullstelle von f in einem
algebraischen Abschluss von [Fj,. Dann gilt

(a+1)2=a?+20+1=f(a)—T=—T1.

Liegt « in IFp, so ist also —1 ein Quadrat in IF,,. Gibt es umgekehrt ein Element
B € F, mit B2 = —1, so gilt

fB-T)=(B-1)2+2(B-T1)+2=p>—-2B+1+28-2+2=-1+1=0,

sodass f eine Nullstelle in IF, besitzt. Wir haben damit gezeigt, dass f genau
dann irreduzibel {iber IF, ist, wenn —1 kein Quadrat in IF), ist. Letzteres ist
genau dann der Fall, wenn fiir das Legendre-Symbol gilt, dass

(;) -1 e (-7 =-1
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Dabei haben wir die Ergdanzungssitze (Proposition 2.20) verwendet. Damit
die letzte Bedingung erfiillt ist, muss der Exponent ungerade sein, sodass
dies wiederum &dquivalent ist zu

p—1
2

. J

=1 mod2 & p—-1=2 mod4 & p=3 mod4

1.5 Lineare Algebra

Aufgabe (Herbst 2005, T3A3)

Geben Sie alle Losungen X der Gleichung
X =15

in der Gruppe GL5(Q) an (mit Begriindung).

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Herbst 2005, T3A3)

Sei A € GLs(Q) eine Losung der angegebenen Gleichung. Dann ist A7 —
Es = 0, d.h. das Minimalpolynom 4 von A ist ein Teiler von X’ — 1. Nun
ist die Zerlegung dieses Polynoms in iiber Q[X] irreduzible Faktoren durch

X —1=[]®n=¥1 - =(X-1)- X+ X+ X'+ X+ X*+ X +1)
n|7
gegeben, wobei @, jeweils das n-te Kreisteilungspolynom bezeichnet. Da-
mit ist
pa € {(X-1), &7, X’ —1}.
Da i 4 nach dem Satz von Cayley-Hamilton 4.6 das charakteristische Polynom

teilt, ist deg pa < deg xa. Weil A € GL5(Q) eine (5 x 5)-Matrix ist, hat x4
den Grad 5. Somit kann nur y4 = X — 1 sein. Es folgt

OZyA(A>=A—IE5 & A=Es.
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2.1 Potenz- und Laurentreihen
Aufgabe (Herbst 2004, T2A2)

Beweisen Sie, dass durch
cosn

f2)= 1

in der Halbebene {z € C | Rez > 1} eine holomorphe Funktion f definiert ist.

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Herbst 2004, T2A2)

Fiir jedes n € IN definieren wir eine Funktion

cosn

fu: C—=C,

und bemerken, dass jede Funktion f, als Quotient holomorpher Funktionen
mit nullstellenfreiem Nenner wiederum holomorph ist. Falls wir nun zeigen
konnen, dass die Reihe Y ; f, in der Halbebene H := {z € C | Rez > 1} lo-
kal gleichméafig konvergiert, dann definiert f dort nach dem Weierstrafy’schen
Konvergenzsatz eine holomorphe Funktion.

Sei also a € H beliebig vorgegeben und setze r = }(Re(a) — 1). Fiir alle
z € By(a), dem offenen Ball von Radius r um 4, gilt dann

la—z| <r = Re(a)—Re(z)<r = 1+ %Re(a) < Re(z).

Insbesondere also 1 < Re(z), daher haben wir B,(a) C H. Nach dem Wei-
erstrafd’schen Majorantenkriterium (Satz 6.11) gentigt es nun, eine Folge
nicht-negativer reeller Zahlen (M,,),>1 zu finden, sodass

1) |fu(2)| < M, fiir alle z € B(a),
(2) Yoq M, ist konvergent.

Sei z = x + iy € C eine beliebige komplexe Zahl, dann gilt

|82| — |ex+iy| — ‘eX| . |eiy| — |ex| 1= |eReZ| _ eRez‘

11
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Damit ist

X

] =

|exp(zlogn)| = exp(Rezlogn) = exp(xlogn) = exp(logn®) =n

fiir alle n € IN. Wahlen wir M,, := 1, so haben wir fiir alle z € B,(a) daher
die Abschitzung

= <=M,

wobei wir im letzten Schritt auf die Abschitzung x < 1+ 3Re(a) von zuvor
zuriickgegriffen haben. Aus der Analysis 1 weifs man (oder auch nicht), dass
die allgemeine harmonische Reihe } ;7 4 ,}7 fiir reelles « > 1 konvergiert,
folglich konvergiert auch } ;7 ; M,, und der Aufgabenstellung ist Geniige
getan.

\

2.2 Komplexe Integrale

Aufgabe (Friihjahr 2013, T2A2)

Sei f: C — C eine ganze Funktion, n € Ng und 7: [0,271] — C die Kurve mit
v (t) = e '*. Weiterhin bezeichne P,(z) = Y4z das n-te Taylorpolynom von f
mit Entwicklungspunkt zg = 0. Zeigen Sie, dass fiir alle w € C mit |w| > 1 gilt:

Py(w) = ' / f(z) dz.
e

27 Jy 2"z — w)

Hinweis Man schreibe den im Integranden auftretenden Faktor als ﬁ =

———L___ und verwende dann die geometrische Reihe.
wli—(z/w)]

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Friihjahr 2013, T2A2)

Wir berechnen, dem Hinweis folgend,

wht1 / f(z) 4 — wht1 / —f(z) 4 —
r r

2710 Jy 2z —w) T 2mi Jy 2t lw(l - 2)

n 1
- f(zz - dz
27ti 04 Zn+ 1-— w

w" Z) &/ z\k
:—m/7££+3lgo(w) dz

An dieser Stelle teilen wir die Summe auf und betrachten zunichst die
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Summanden mit k > n + 1: Sei € > 0 so gewdhlt, dass |w| > 1+ ¢, dann ist
q:=|Z| < 1fiir alle z € By1(0), sodass die geometrische Reihe y° , 4* eine

konvergente Majorante fiir } ;> (%)k ist. Folglich definiert

9§ @ -EEET - ML

eine holomorphe Funktion auf By, (0) und laut dem Cauchy-Integralsatz 6.28

gilt
f2) &z,
) 2 k_zn+1<w) dz=0.

Fiir die restlichen Summanden verwenden wir die Cauchy-Integralformel
6.30 und erhalten

2m z"+1 Z( ) 27Ti Z/Z”+1 5 dz =
T 2ni 2/2”“ "w" -

1 X w'— kf(z) _

%k:o v Ln+1-k dz =

_ v, fOR0) ok
——,IQme(%O)-Ww k=
v f(”_k)(o)wn—k, 3 f(k)(o)wk, ”
=) (n—k)! _k; k! = Pu(w).

Dabei wurde verwendet, dass die Umlaufzahl von y um 0 gleich —1 ist.
& J

Residuum im Punkt oo

Fiir die folgende Aufgabe benétigen wir noch die Definition des Residuums im
,Punkt” co. Man setzt hier analog zur Definition 6.32

Res (f; 00) = Zm/f

fir eine Kurve 7y mit hinreichend grofSem Radius, sodass keine andere Singularitat
umlaufen wird. Eine fiir die explizite Berechnung besser geeignete Formel ist

Res (f; o) = Res (;211[ (i) ; 0) ,

die man mittels Substitution z — % aus der Definition erhilt.
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Aufgabe (Herbst 2003, T1A3)
(a) Bestimmen Sie die Residuen der Funktion

zZ) = ——=
@) = 5=
in allen Singularitdten sowie im Punkt co.

(b) Berechnen Sie das Integral

/ dz
Z4+1
C
wobei C die positiv durchlaufene Kreislinie (x —1)2 +y? = 1,z = x + iy
bezeichne.
Losungsvorschlag zur Aufgabe (Herbst 2003, T1A3)
B Es gilt
1 1 1

Somit hat f jeweils eine einfache Polstelle bei 1 und —1 sowie eine dreifa-
che bei 0. Gemé&fi dem im Kasten auf Seite 328 beschriebenen Verfahren
berechnen wir fiir g(z) = z3f(z) = ﬁ die Ableitungen

_52)\2 201 _ 52
Y6 = g wnd g = 2 E ),

Die Formel liefert sodann

oy Loy Ly
Res(f,o)—z!g (0)—2 2=1.
Fiir die beiden Residuen bei £1 gilt
Res(f;1) = lim(z—1)———t =1 g Res(f; 1) = -2
es (f; S B(z-1)(z+1) 2 " es(f; 2

Zur Berechnung von Res (f; o) bemerken wir, dass die Funktion ;—21 )

wegen
-1./1 -1 1 -1 2 —z3

lim—f(-)=lm—-——=1lm— -——— =lim——— =0

zlﬂ%ﬂf(z) ;35222;3_2% R R R R |




2.3 Satz von Rouché

eine hebbare Singularitit bei 0 hat. Somit gilt

Res (f; o) = Res (;zlf (i) ; 0> =0.

Dies ist eine uns bereits bekannte Funktion. Wir haben die Menge der
Nullstellen bereits zu

D:{e4,e4,e4,e4}

bestimmt (vgl. F14T3A3, Seite 339). Bei der Kurve C handelt es sich um
den Rand des Kreises B;(1). Fiir Elemente z € By (1) gilt Rez > 0. Somit

i 77
kommen nur ¢4 und et als umlaufene Singularitdten infrage. Diese
liegen auch tatsdchlich im Integrationsbereich, es gilt ndmlich

o —1‘ - ’isin (%) +cos<g> —1‘ —\V2-v2<1

7i
und ebenso ‘eT7r — 1‘ < 1. Man berechnet die relevanten Residuen zu

in 1 e 7in 1 o
Res (f,' eT) =— = und Res (f; eT> = =

ety 4 e S

Somit erhalten wir mit

=3int 3im
1 P N e\ 3T\
LTJrldz—Zm <4 —1—4) —7(2cos<T)) =

\

2.3 Satz von Rouché

Aufgabe (Friihjahr 2012, T2A1)
Wie viele Losungen (mit Vielfachheit gezahlt) hat die Gleichung

PP rez=1

in{zeC||z|<1l}bzw.in{z€ C|1< |z| <3} bzw.in {z € C | |z| > 3}?
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Losungsvorschlag zur Aufgabe (Friihjahr 2012, T2A1)

Die Losungen obiger Gleichung stimmen mit den Nullstellen des Polynoms
p(z) =2° — 2% + 2% — 22 4 6z — 1 iiberein.

Wir bestimmen zunéchst die Anzahl der Nullstellen von p in B1(0) = {z €
C | |z| < 1}. Dazu bemerken wir, dass fiir alle z € dB1(0) die Abschitzung

125 -2+ 22 - 22 -1 < |22+ |24 + |28 + |22 +1=1+1+14+1+1=5
erfiillt ist. Wegen |6z| = 6 fiir alle z € 9B (0) gilt also
2% — 2+ 23 —22 —1] < |6z| fiir alle z € 9B;(0).

Somit konnen wir den Satz von Rouché anwenden und erhalten, dass das
Polynom p in B;(0) genauso viele Nullstellen hat wie 6z, d. h. genau eine.

Im Falle z € 9B3(0) haben wir die Abschéitzung

|-zt +22 22+ 6z 1] < |24+ |2+ |22 +|62] +1 =
=3'+3°+3°+6-3+1=136.

Wegen |z°| = 3% = 243 fiir alle z € 9B3(0) bedeutet dies
|-zt +22 22 +62—1] <|2°| fiiralle z € 9B3(0),

d.h. p hat in B3(0) genauso viele Nullstellen wie z° dort hat, namlich fiinf.
Da p nach dem Satz von Rouché auf 0B (0) keine Nullstelle hat, ist die Zahl

der Nullstellen in {z € C | 1 < |z| < 3} = B3(0) \ B1(0) damit 5 —1 = 4.
Als Polynom von Grad 5 hat p genau fiinf Nullstellen in C, da diese bereits
alle in B3(0) liegen, kann sich keine mehr im Auflengebiet {z € C | |z| > 3}
befinden.

Aufgabe (Herbst 2012, T1A4)

Bestimmen Sie die Anzahl der Nullstellen des Polynoms p(z) = 2z° — 622 +z + 1
im Ringgebiet 1 < |z| < 2. Sind darunter auch reelle Nullstellen?
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Losungsvorschlag zur Aufgabe (Herbst 2012, T1A4)

Wir bestimmen zunéchst die Anzahl der Nullstellen in B;(0) = {z € C |
|z| < 2}. Fiir alle z € 0B(0) gilt

| —6224+2z+1| <6|z* + |z +1=24+2+1=27

und [2z°| = 2-2% = 64, also ist | — 622 +z + 1| < |22%| fiir alle z € 9B;(0)
erfiillt und nach dem Satz von Rouché stimmt die Zahl der Nullstellen von p
in By(0) mit der Zahl der Nullstellen von 2z° in B,(0) iiberein. Dies sind fiinf.

Fiir z € 9B1(0) gilt die Abschétzung
22 4z 41| < [22°| +|z| +1=2+1+1=4

sowie | — 6z2| = 6, d.h. |2z° + z + 1| < | — 6z2|. Nach dem Satz von Rouché
hat daher p in B;(0) genauso viele Nullstellen wie —6z2, namlich zwei.
Auflerdem hat p nach dem Satz von Rouché auf dem Rand 90B;(0) keine

Nullstellen, sodass p auf By (0) zwei Nullstellen hat.

Die Zahl der Nullstellen in {z € C | 1 < |z| < 2} = By(0) \ B1(0) ist
deshalb 5 — 2 = 3. Da auch auf dem Rand von B;(0) keine Nullstellen liegen
konnen, entspricht das auch der Anzahl der Nullstellen im abgeschlossenen
Ringgebiet {z € C |1 < |z| < 2}.

Sei w € C \ R eine komplexe Nullstelle von p und @ ihr komplex Konjugier-
tes. Es ist dann w # W und es gilt

p(@) =2w° — 6w +w+1=2uw5 —6w?+w+1=pw)=0=0,

sodass auch w eine Nullstelle von p sein muss. Dies zeigt, dass die echt-
komplexen Nullstellen von p in komplex konjugierten Paaren auftreten. Da p
jedoch eine ungerade Anzahl von Nullstellen in {z € C | 1 < |z| < 2} besitzt,
muss darunter mindestens eine reelle Nullstelle sein.

2.4 Biholomorphe Abbildungen
Aufgabe (Herbst 2010, T1A3)

Konstruieren Sie eine gebrochen-rationale Abbildung (Mobiustransformation)
f, die die Kreisscheibe K := {z € C | |z+ 1| < 2} auf die obere Halbebene
H = {w € C | Im(w) > 0} abbildet. Ist eine solche Abbildung eindeutig
bestimmt?
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Losungsvorschlag zur Aufgabe (Herbst 2010, T1A3)

Wir wihlen drei Punkte zj auf dem Rand von K und drei Punkte w; auf dem
Rand von H, beispielsweise

z21==-3,22=1,23=—-142i und w; =-1, wp =0, wy =1.
Nun lésen wir die Dopppelverhiltnisgleichung

z+3 1+41-2i w+1 -1

z+(1-2) 143  w-1 1
nach w auf und erhalten

(=1—i)z+ (1+1)

T Bz (57i)

5-7i
3—1

11,8 4| _|_6,8]_ /36 6&_

sodass diese auf dK liegt. Definieren wir also die Mobiustransformation

Fiir die Nullstelle des Nenners ergibt sich zg = —
gilt

= —%1 + gi. Ferner

(=1=i)z4+(1+i) fallsz € C\ {zp},

L (3=0)z+(5-7i)
f:€C—=C, z—<o0 falls z = zg,
731,7 = 7(1;21) falls z = oco.

Diese bildet nach Konstruktion die Kreislinie dK nach 0H ab. Damit wird
K auf
H={zeC|Imz>0} oder {zeC|Imz <0}

abgebildet. Wegen

T4it14i 242 —142i
NV =F3 s 71w 5 ¢

ist ersteres der Fall. Die Einschrdankung f g liefert damit eine Abbildung mit
den verlangten Eigenschaften.

Eine solche Abbildung ist nicht eindeutig bestimmt. Zwar ist eine Abbildung
durch die drei Punkte eindeutig bestimmt. Wenn bei den obigen Bedin-
gungen jedoch fiir w3 anstelle von 1 das Element 2 € dH gewdahlt worden
wadre, so hdtte man eine Mobiustransformation g erhalten, die ebenfalls K
biholomorph auf H abbildet. Wegen f(0) # g(0) ist jedoch f # g.
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Aufgabe (Friihjahr 2009, T1A3)

Gegeben sei das Gebiet G := C \ {iy | y > 0}. Auf welches der folgenden Gebiete
lasst sich G biholomorph abbilden?

B {weC||z < 1};
B {wecC]||z| >1}.

Man gebe im Falle der Existenz jeweils eine solche Abbildung an.

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Friihjahr 2009, T1A3)

B Die Menge G ist ein sternférmiges Gebiet und somit einfach zusammen-
héngend. Bei der angegebenen Menge handelt es sich um die Einheits-
kreisscheibe, sodass laut dem Riemannschen Abbildungssatz eine solche
biholomorphe Abbildung existiert.

Zur Konstruktion der Abbildung gehen wir in mehreren Schritten vor,
wie die folgende Abbildung veranschaulicht.

1
|

¥
¥

— —

A
]
1
1
1
T
]
1
1
1

Wir transformieren zunichst den Einheitskreis mittels einer Mobiustrans-
formation f auf die rechte Halbebene H = {z € C | Rez > 0}. Man wihlt
sich hierzu wie oben drei Punkte auf dem Rand und erhalt (fiir die Wahl

f(1) =—i, f(=1) =i, f(i) = )
1—iz
1+iz

frE—H z~—

Die Halbebene H bilden wir nun in einem zweiten Schritt auf die ge-
schlitzte Ebene C \ | —o0, 0] ab. Wir zeigen hierzu, dass

g:H = C\]-00;0], z+ 2

eine biholomorphe Abbildung ist. Die Holomorphie ist als Polynomfunk-
tion klar. Zudem sei bemerkt, dass fiir z € IH gilt, dass z2 & |—o0; 0] (sonst
miisste Rez = 0 gelten.)

Fiir die Injektivitit betrachte zq # zp € H mit g(z1) = g(z2). Es folgt

=2 & 2Z2-22=0 & (z+zm)(z1—-2)=0
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Nehmen wir an, es wére z1 + 2z, = 0, also z; = —zp. Wegen z; € H wiirde
aber folgen Rezy; = —Rez; < 0, also zp ¢ H — Widerspruch. Also muss
z1 = zp gelten.

Fiir die Surjektivitit sei w € C \ | —o0,0] vorgegeben. Schreibe w = re'? mit
r = |w| und ¢ € |—m, 7r[. Dann gilt (wegen cosx > 0 fiir x € |- %, Z[)

Rerel? = /7 - cos (%) >0 und (ﬁe%i>2 =re'? = w.

Zu guter Letzt fehlt nur noch eine Drehung um 90° im Uhrzeigersinn.
Dies bewerkstelligt die Abbildung

h:C\]—00;0] - C\{iy |y >0}, z+—> —iz.
Fiir diese ist die Biholomorphie klar.

Insgesamt erhalten wir die gesuchte Abbildung durch ¢y = hogo f.

Explizit gilt
(1—iz\?
Y:E—=G, Z'_)_l(l—i—iz) .

Die inverse Abbildung G — E erhalt man durch Berechnung von f~!o
1451
g ohT:

1 1-Viz

T 20 itz
wobei wir die Umkehrabbildung von f wie in fritheren Aufgaben be-
stimmt haben.

Eine solche Abbildung existiert nicht. Wir haben bereits bemerkt, dass
G einfach zusammenhdngend ist, also auch das Bild von G unter einer
biholomorphen Abbildung einfach zusammenhédngend sein muss. Wir
zeigen, dass dies fiir {w € C | |z| > 1} nicht der Fall ist. Hierzu ldsst sich
beispielsweise bemerken, dass das Komplement C\{w € C | |z| > 1} = E
beschrankt ist.
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2.5 Ebene Systeme
Aufgabe (Herbst 2008, T3A3)

Betrachtet wird das ebene System

x=y

y = —sinx
um den Gleichgewichtspunkt (0,0).

B Finden sie ein stetig differenzierbares H = H(x,y), das auf den Lésungen des
Systems konstant ist.

Hinweis Suchen Sie ein H mit X = H,,y = —H,. Warum ist H dann konstant
auf den Losungen des Systems?

[} Begriinden Sie anschaulich, warum die Losungskurven (x(t),y(t)) in der Nahe
von (0,0) geschlossen sind.

Hinweis Untersuchen Sie H auf Extrema.

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Herbst 2008, T3A3)

B Man iiberpriift schnell, dass die Integrabilititsbedingung erfiillt ist und
begibt sich direkt auf die Suche nach einer Hamilton-Funktion. Mittels
doppelter Integration oder etwas Probieren findet man

H(x,y) = %yz —cosx mit dyH(x,y) =sinx, Jo,H(x,y) =y.

Ist (x(t),y(t)) eine Losung des Systems, so gilt

LHE,5(0) = S (370) — cosx(t) = y(0y (6) + sinx()x'(1) =

=y(t)(—sinx(t)) +sinx(f)y(t) =0
Damit ist H entlang der Trajektorien von Losungen konstant.
Der Gradient von H ist gegeben durch

(V) = ()

und verschwindet in den Punkten (k7r,0) mit k € Z. Die Hesse-Matrix ist

o) = (€5 7).
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Im Punkt (0,0) ist (HH)(x,y) = E,, also positiv definit, sodass (0,0)
ein striktes lokales Minimum von H ist. Anschaulich gesehen bildet H
in der N&he von (0,0) also einen Krater mit tiefstem Punkt (0,0). Die
Niveaumengen

Ne = {(x,y) € R* | H(x,y) = c}

sind in der Nidhe der Ruhelage (0,0) daher in etwa kreisformig und ge-
schlossen. Jede dieser Niveaumengen ist eine disjunkte Vereinigung von
Trajektorien. Trajektorien konnen allgemein nur die Form einer Ruhelage,
geschlossenen Kurve oder doppelpunktfreien Kurve ohne ihre Endpunkte
annehmen. Falls also nicht die gesamte Menge N, einer Trajektorie ent-
spricht, miisste sie in Kurven ohne ihre Endpunkte zerfallen. Anschaulich
gesprochen bleibt dabei jedoch immer ein Punkt ,iibrig”, der auf keiner
Trajektorie liegt. Dieser wédre dann wieder eine Ruhelage. Da wir unsere
Betrachtungen nur auf eine Umgebung von (0,0) beschrénken, ist (0,0)
dort die einzige Ruhelage. Also muss die gesamte Menge N, bereits von
einer (geschlossenen) Trajektorie eingenommen werden.

Das Phasenportrait sieht wie folgt aus:

@

AN AN
S\ N

@




3 Algebra: Aufgabenlosungen nach
Jahrgangen

Priifungstermin: Frithjahr 2015

Thema Nr. 1
(Aufgabengruppe)

Aufgabe 1 — siehe Buch S. 238 8 4 8 Punkte

Sei IF; der endliche Korper mit genau zwei Elementen 0 und 1. Auf dem dreidi-
mensionalen F,-Vektorraum (IF;)3 betrachten wir den Endomorphismus

¢: (F2)® — (F2)®,  (x1,x2,%3) = (x3,x2,%1).

Bl Bestimmen Sie das charakteristische Polynom von ¢. Bestimmen Sie alle Eigen-
werte von ¢ in [F,. Bestimmen Sie fiir jeden Eigenwert von ¢ in [F, eine Basis
des zugehorigen Eigenraums.

Gibt es eine Basis von (IF)3, beziiglich derer ¢ eine Jordan’sche Normalform
hat? Begriinden Sie Ihre Antwort. Wenn ja, bestimmen Sie die Jordan’sche
Normalform von ¢.

Aufgabe 2 — siehe Buch S. 96 4 Punkte

Sei m > 3 eine ungerade ganze Zahl. Zeigen Sie die folgende Kongruenz:

1" 42" 43" (m=3)"+(m—-2)"+(m—-1)"=0 mod m

Aufgabe 3 —S. 5 6+ 6 Punkte
Sei G eine Gruppe der Ordnung 105. Zeigen Sie:

G hat einen Normalteiler N mit [N| =5 oder |[N| = 7.
[ G ist auflosbar.

23
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Aufgabe 4 — siehe Buch S. 102 6+ 6 Punkte

Sei | das von X3 — 7 erzeugte Ideal in Q[X].

Bl Beweisen Sie, dass Q[X] /] ein Korper ist, und bestimmen Sie den Grad der
Korpererweiterung Q[X]/] 2 Q.

[§ Bestimmen Sie ein Polynom P € Q[X], fiir das P + ] multiplikatives Inverses
von (X? +1) + ] in Q[X]/] ist.

Aufgabe 5 — siehe Buch S. 174 8+ 8 Punkte
Sei f € Q[X] ein irreduzibles Polynom vom Grad n > 1. Sei K ein Zerfallungskor-
per von f. Sei G = Gal(K/Q) die zugehorige Galois-Gruppe.

Bl Beweisen Sie: Falls G eine abelsche Gruppe ist, hat sie die Ordnung 7.

[ Sei K = Q(ﬁ,i), wobei i € C die imagindre Einheit mit i2 = —1 ist. Bestim-
men Sie ein irreduzibles Polynom f € Q[X], dessen Zerfallungskorper K ist.
Beweisen Sie, dass G = Gal(K/Q) abelsch, aber nicht zyklisch ist.

Thema Nr. 2
(Aufgabengruppe)
Aufgabe 1 — siehe Buch S. 98 10 Punkte

Man bestimme alle Paare von Primzahlen p, g mit p> — 29 = 1.

Aufgabe 2 — S. 27 10 Punkte

Es sei f(X) € K[X] ein nicht konstantes Polynom ohne mehrfache Nullstel-
len in einem Zerfallungskorper. Man zeige, dass f(X) ein Teiler des Polynoms

f(X+ f(X)) ist.

Aufgabe 3 — siehe Buch S. 142 12 Punkte

Sei p eine Primzahl und a € Z keine p-te Potenz in Z. Man zeige, dass das
Polynom X? — a tiber Q irreduzibel ist.

Hinweis Betrachte die Nullstellen von X? — a in C und untersuche den konstanten
Term eines echten Teilers von X? — a auf Ganzzahligkeit.
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Aufgabe 4 — siehe Buch S. 26 8+ 10 Punkte

B Die Gruppe G operiere transitiv auf einer Menge (2 mit [2| > 1. Man zeige: Hat
jedes Element aus G mindestens einen Fixpunkt, dann ist G eine Vereinigung
der Konjugierten hUh~!, h € G mit einer echten Untergruppe U von G.

[ Firn > 1sei G = GL,(C) die Gruppe der invertierbaren n x n-Matrizen {iber
den komplexen Zahlen. Man gebe eine echte Untergruppe U von G an, so dass
G die Vereinigung der Konjugierten von U ist. Hinweis Betrachte die Operation
auf den 1-dimensionalen Unterrdumen von C".

Aufgabe 5 — siehe Buch S. 203 10 Punkte

Sei p eine Primzahl und g = p”,n > 0. Weiter sei K ein Kérper der Charakteristik p.
Zeigen Sie, dass die Nullstellen des Polynoms f(X) = X9 — X einen Unterkorper
von K bilden.

Thema Nr. 3
(Aufgabengruppe)
Aufgabe 1 — siehe Buch S. 3 8 Punkte

Gegeben seien eine Gruppe G und drei Untergruppen U, U,, V € G mit der
Eigenschaft V C Uy U Uy. Zeigen Sie, dass V C U oder V C U, gilt.

Aufgabe 2 — siehe Buch S. 58 12 Punkte

Seien p,q,r Primzahlen mit p < g < r und pq < r 4 1. Zeigen Sie, dass jede
Gruppe der Ordnung pqr auflosbar ist.

Aufgabe 3 — siehe Buch S. 74 4 44 4 4 Punkte
Ein Ring R mit Eins heif3t idempotent, wenn a - a = a fiir alle a € R gilt. Bewei-
sen Sie:

—1=1inR.

[ Jeder idempotente Ring ist kommutativ.

Jeder idempotente Integritdtsbereich ist isomorph zu Fp, dem Korper mit zwei
Elementen.
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Aufgabe 4 — siehe Buch S. 148 44646 Punkte

Im Folgenden ist jeweils L/K eine Kérpererweiterung und ein Element « € L ge-
geben. Bestimmen Sie jeweils das Minimalpolynom von « tiber dem Grundkdorper
K (mit Nachweis!).

A K=QL=Cunda=+2+3.
[ K =F;,L =TF;ein algebraischer Abschluss von [F3 und « eine Nullstelle von
X6 +1.

K=Q(+¢",L=0Q() und « = € C eine p-te Einheitswurzel. wobei
p > 3 eine Primzahl bezeichne.

Aufgabe 5 — siehe Buch S. 191 12 Punkte

Es sei eine Galoiserweiterung E /K mit zyklischer Galois-Gruppe gegeben, so dass
[E : K] = p" gilt mit einer Primzahl p und n > 1. Weiter sei K C F C E ein
Zwischenkorper mit [F : K] = p"~l. Zeigen Sie: Jedes Element von E \ F ist ein
primitives Element von E tiber K.
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Losungen zu Thema Nr. 1

Alle Losungen aus diesem Thema wurden bereits in fritheren Kapiteln des Buches
behandelt.

Losungen zu Thema Nr. 2

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Friihjahr 2015, T2A2)

Zu zeigen ist f(X + f) = 0 mod f. Sei dazu f = Y}_, 2 X" mit n € N und
ax € K, dann ist wegen X 4+ f = X mod f auch

n

f(X+1) :Z X-l-f)kEiakaEfEO mod f.

k=0 k=0

Losungen zu Thema Nr. 3

Alle Losungen aus diesem Thema wurden bereits in fritheren Kapiteln des Buches
behandelt.
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Prifungstermin: Herbst 2015

Thema Nr. 1
(Aufgabengruppe)
Aufgabe 1 — siehe Buch S. 100 8 Punkte

Bestimmen Sie samtliche Losungen der Gleichung x° — 2x + 4 = 0 im Ring Z/64Z.
Hinweis Fiihren Sie eine Fallunterscheidung je nach Bild von x in Z/27Z durch
und beachten Sie, dass 64 = 2°.

Aufgabe 2 — siehe Buch S. 215 4 4+ 4 Punkte

Sei F; der endliche Koérper mit g Elementen.

B Zeigen Sie, dass fiir n > 1 die Anzahl der eindimensionalen IF;-Untervektor-
.. . q"—1 .
raume von IFy gleich =T Ist.
b Zeigen Sie, dass die Anzahl der zweidimensionalen Untervektorraume von IF;

gleich der Anzahl der eindimensionalen Untervektorrdume von ng ist.

[ Wie viele Zerlegungen von ]Fg in direkte Summen von [F;-Untervektorraumen
V1@ V; gibt es mit dimp, (V) =22

Aufgabe 3 — siehe Buch S. 47 8 Punkte

Bestimmen Sie bis auf Isomorphie samtliche endliche Gruppen G der Ordnung
143 = 11-13.

Aufgabe 4 — S. 32 2+2+4+ 4 Punkte
Sei P(X) das Polynom X3 — X + 2 € Z[X]. Zeigen Sie die folgenden Behauptun-
gen:

Bl Das Bild von P(X) in F3[X] ist irreduzibel.

[§ Das Polynom P(X) ist irreduzibel in Q[X].

Das Polynom P(X) hat genau eine reelle Nullstelle.

[l Die Galois-Gruppe des Zerfallungskorpers L von P(X) iiber Q ist isomorph
zu S3.
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Aufgabe 5 — S. 33 44 4+6+6 Punkte

Sei {5 € C eine primitive flinfte Einheitswurzel, {7 € C eine primitive siebte
Einheitswurzel und u = {7 + ¢ 1. Zeigen Sie:

[Q(57) : Q(u)] =2,

[ [Q(v): Q] =3,

B [Q({5):Q =12

E] Die Galois-Gruppe Gal(Q(u, {5)/Q) ist isomorph zu Z/12Z.

Thema Nr. 2
(Aufgabengruppe)

Aufgabe 1 — S. 34 6 Punkte
Bestimmen Sie alle Matrizen A in GL,(C), die mit der Matrix

G

kommutieren.

Aufgabe 2 — siehe Buch S. 62 14 Punkte

Wieviele Elemente der Ordnung 15 gibt es in der symmetrischen Gruppe S5g?

Aufgabe 3 — S. 35 14 Punkte

Sei (a,),>0 die wie folgt rekursiv definierte Folge ganzer Zahlen
ap =0, a,41 :a%+1fﬁrn > 0.

Sei N € Z. Zeigen Sie: Ist N ein Teiler von a,, dann teilt N auch ay,, fiir alle k > 2.

Aufgabe 4 — siehe Buch S. 147 12 Punkte

Sei K C L eine Korpererweiterung und seien a, § € L algebraisch tiber K. Sei f
das Minimalpolynom von « iiber K und g das Minimalpolynom von f iiber K.
Zeigen Sie, dass f irreduzibel iiber K(pB) ist genau dann, wenn g irreduzibel tiber
K(a) ist.
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Aufgabe 5 — siehe Buch S. 176 6 + 8 Punkte
Sei & = V2 +v2€R.
B Berechnen Sie das Minimalpolynom m(X) von ¢ {iber Q.

[§ Zeigen Sie, dass die Korpererweiterung Q C Q(+/2 + v/2) Galois’sch ist und
berechnen Sie die Galois-Gruppe.

Thema Nr. 3
(Aufgabengruppe)
Aufgabe 1 — siehe Buch S. 99 12 Punkte

Seien x,y,z € Z mit x> + y?> = z2. Zeigen Sie, dass das Produkt xyz durch 60
teilbar ist.

Aufgabe 2 — S. 35 15 Punkte

Sei n > 2 eine natiirliche Zahl. Es bezeichne ¢(n) den Wert der Euler’schen
@-Funktion bei n. Zeigen Sie, dass es genau ¢(n) verschiedene injektive Gruppen-
homomorphismen f: Z/nZ — Q/Z gibt.

Aufgabe 3 — siehe Buch S. 230 4+ 6+5 Punkte
Betrachten Sie das Polynom f(X) = X? + X + 1 € Fs5[X].

Bl Zeigen Sie, dass K = F5[X]/(f(X)) ein Kérper mit 25 Elementen ist.

[ Bestimmen Sie ein Element w € K, mit w? = 2.

Zeigen Sie, dass die Matrix

1 2
A: = <3 4> 6M(2X2,]F5)

iiber K diagonalisierbar ist.

Aufgabe 4 — siehe Buch S. 198 5+5+54 3 Punkte

Es sei p > 3 eine Primzahl und a € Q eine rationale Zahl, so dass X? —a
irreduzibel tiber Q ist. Ferner sei ¢ € C eine primitive p-te Einheitswurzel, « € C
eine beliebige Nullstelle von X? —a und Z := Q(«, §).

Bl Zeigen Sie, dass Z ein Zerfallungskorper von XP —aistund [Z: Q] = p(p — 1)
gilt.
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Zeigen Sie, dass Gal(Z|Q) eine p-Sylowgruppe H besitzt, die ein Normalteiler
ist, und dass

GalZIQ)/1 = (Z/pz) " =Z/pz\ {0}
gilt.
[} Bestimmen Sie einen Gruppenisomorphismus Gal(Z|Q(x)) — (Z/pZ)”~.
Bl Zeigen Sie, dass Gal(Z|Q) mehr als eine 2-Sylowgruppe besitzt.
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Losungen zu Thema Nr. 1

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Herbst 2015, T1A4)

Bl Wegen grad P(X) = 3 geniigt es zu zeigen, dass P(X) keine Nullstellen
in IF3 hat. Dazu berechnen wir

P(0)=2, P1)=1-1+2=2, PQ2)=-1+1+2=2.

[ Das folgt direkt aus dem Reduktionskriterium.
Es gilt

P(-1)=2>0, P(-2)=-8+2+2=-4<0.

Damit hat P aufgefasst als Polynomfunktion p: R — R, x — P(x) laut
dem Zwischenwertsatz eine Nullstelle im Intervall | — 2, —1[. Um aus-
zuschlieflen, dass es weitere Nullstellen gibt, betrachten wir die erste
Ableitung p’(x) = 3x? — 1. Fiir diese gilt

) 1
p(x) =0 & x==c furc:\/;.

Damit ist p fiir x < —c streng monoton steigend, sodass in diesem Bereich
nur eine Nullstelle (die oben gefundene) vorkommen kann. Im Bereich
—c < x < cist p wegen p'(x) < 0 streng monoton fallend. Jedoch
erhalten wir hier wegen p(c) > 0 keine weitere Nullstelle. Fiir x > c ist p
wiederum monoton steigend, sodass sich auch hier keine Nullstelle ergibt.
Insbesondere hat P keine weitere reelle Nullstelle.

Bl Gemaf Satz 3.24 ist Gal(P) = G 1| zumindest isomorph zu einer Unter-
gruppe von S3. Wir zeigen, dass |Gal(P)| = [L : Q] > 3 ist, wobei L ein
Zerfallungskorper von P ist. Sei a die reelle Nullstelle aus Teil [§. Dann
ist Q(a) ein Zwischenkorper von L|Q mit Erweiterungsgrad 3. Nehmen
wir nun an, L = Q(«). Dann wire L C R, im Widerspruch dazu, dass laut
Teil [4 zwei der Nullstellen nicht-reell sind. Damit ist Gal(P) isomorph zu
einer Untergruppe von S3, deren Ordnung grofier als 3 ist. Dies ist nur
fiir Gal(P) = S3 moglich.




Priifungstermin: Herbst 2015

33

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Herbst 2015, T1A5)

B Wegen (7 = e*F* fiir ein k €{1,...,6}ist

27tk
u=_{_7+%,"=2cos (7;)

und somit Q(u) C R. Insbesondere folgt wegen {7 ¢ R auch [Q({7) :
Q] > 1. Betrachten wir nun

f=X-)X-5) =X~ (7 +5 HX+1= X —uX+1 € Qu)[X],
so stellen wir fest, dass f ein Polynom mit f({7) = 0 ist, und somit [Q({7) :

Q(u)] < 2. Insgesamt folgt aus beiden Ungleichungen die Behauptung.

Nach Definition ist das Minimalpolynom von {7 das siebte Kreisteilungs-
polynom @7 ist. Es gilt daher laut Satz 3.17, dass

[Q(¢7) : Q] = grad @7 = ¢(7) = 6.
Mit der Gradformel und Teil E] folgt nun

Q@A 6
Q) Ql = i) o] "2 =

[ Der Korper Q(u) ist laut Teil [ ein Zwischenkoérper der Erweiterung von
Grad 3 iiber Q. Der Korper Q({5) ist ein Zwischenkorper, fiir dessen Grad

[Q(f5) : Q] = grad @5 = ¢(5) = 4

gilt. Insgesamt wird laut der Gradformel also der Erweiterungsgrad
sowohl von 4 als auch von 3 geteilt und ist somit ein Vielfaches von
kGV(3,4) = 12. Zugleich ist aber &5 ein Polynom in Q(u)[X] mit ®5({5) =
0. Das Minimalpolynom von (5 iiber diesem Koérper muss also ein Teiler
von @5 sein und insbesondere vom Grad < 4 sein. Damit gilt auch

Q(1,25) : Q] = [Q(,5) : Q)] - [Q(w) : Q] <4-3 =12

Beide Abschédtzungen zusammen ergeben die gewiinschte Gleichheit.

] Nach Proposition 3.18 ist Q(Z7)|Q eine Galois-Erweiterung mit zyklischer
Galois-Gruppe. Insbesondere ist jede Untergruppe ein Normalteiler, so-
dass jede Zwischenerweiterung nach dem Hauptsatz der Galois-Theorie
daher jede Zwischenerweiterung galoissch ist. Folglich ist auch Q(u) | Q
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eine Galois-Erweiterung. Da |Gg(,)q| = [Q(u) : Q] = 3 eine Primzahl ist,
ist auBerdem Gy = Z/3Z.

Aus Satz 3.18 folgt genauso, dass Q({5) | Q eine Galois-Erweiterung
mit Galois-Gruppe Gq(z;)jo = £/4Z ist. Nach Satz 3.23 ist daher auch

Q(u,{s) | Q galoissch und es gibt einen injektiven Homomorphismus
Cowugle — Gamle X Gaws)ie = 2/32 X 2/42. = 2/127.

Unter Verwendung von Teil [} ist |GQ(M,§5)‘Q| = 12, sodass dieser Homo-
morphismus bereits ein Isomorphismus sein muss.

Losungen zu Thema Nr. 2

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Herbst 2015, T2A1)

Wir machen den Ansatz
a b\ (1 1 1 1\ /fa b
AX=XA & <c d) (o 1):(0 1) (c d) <
a a+b\ [(a+c b+d
c c+d) \ ¢ d
und erhalten daraus die Gleichungen

a=a+c, a+b=b+d, c=c, c+d=d.

Die erste (und die letzte) Gleichung ist dquivalent zu ¢ = 0, die zweite
Gleichung zu a = d. Die Menge, der Matrizen, die mit X kommutieren, ist

daher durch
{(g Z) laeC*,be C} C GL,(C)
gegeben.

. J
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Losungsvorschlag zur Aufgabe (Herbst 2015, T2A3)

Nach Berechnung der ersten paar Werte stellt man folgende Behauptung fiir
n € Nund ! > 0 auf:

A,y =a; mod N.

Im Fall I = 0 ist die Aussage natiirlich klar. Fiir den Induktionsschritt setzen
wir die Aussagen fiir [ > 0 voraus und erhalten

_ 2 (V) 5
Auy41) =0y +1 = aj+1=a, mod N.

Daraus erhalten wir fiir beliebiges k > 2, dass ay, = a4, mod N — wie man
zur Not durch eine weitere Induktion zeigt. Insgesamt folgt fiir k > 2

Gy =0, =0 mod N

und damit ist N ein Teiler von ay,,.
. J

Losungen zu Thema Nr. 3

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Herbst 2015, T3A2)

Ein Homomorphismus f: Z/nZ — Q/Z ist durch das Bild von 1 bereits
eindeutig bestimmt. Laut Proposition 1.24 existiert fiir jedes Element g + Z
mit ord(q + Z) | n ein solcher Homomorphismus.

Wir zeigen nun zunéchst, dass ein solcher Homomorphismus genau dann
injektiv ist, wenn das Element g + Z = f(1) die Ordnung n hat.

,=":Da f ein Homomorphismus ist, muss die Ordnung von g + Z auf jeden
Fall ord1 = n teilen. Nehmen wir an, es gibt einen Teiler k < n, so dass
k- f(1) = 0. Dann wire jedoch f(k) = k- f(1) = 0 und damit k € ker f, aber
k # 0, im Widerspruch dazu, dass f injektiv ist.

,<": Angenommen, g + Z hat die Ordnung n. Dann gilt:
f(b)=0 < bf(1)=0 < blg+Z)=0 < n|lb & b=0.

Es gentigt also, zu zeigen, dass es in Q/Z genau ¢(n) Elemente der Ordnung
n gibt. Wir zeigen dazu, dass genau die Elemente der Form £ + Z mit
ggT(a,n) =1 Ordnung n haben.
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,=":Sei & +Z € Q/7. Dann ist zunichst nf; = a € Z, also ist ord & + Z
ein Teiler von 5. Sei k ein echter Teiler von n, dann ist n = k- n’ fiir n’ # +1

und somit 4

a a
=K = w B
denn wegen ggT(a,n) = 1 ist n’ kein Teiler von a.

,<=": Sei g + Z ein Element der Ordnung n, wobei wir o.B. d. A. annehmen,
dass der Bruch % vollstandig gekiirzt ist. Es ist dann n- { € Z, also n = sk
fiir ein k € Z. Damit haben wir L = % Nehmen wir nun an, es gibt einen
echten gemeinsamen Teiler d # +1 von kr und n. Dann kiirzen wir den

Bruch mit dieser Zahl und erhalten % - % € Z, im Widerspruch zu Ordnung
ord(: +Z) = n.

Insgesamt haben wir damit die ¢(7) Elemente der Form # + Z mit ggT(a,n) =

1 und laut dem ersten Teil gibt es genauso viele injektive Homomorphis-
men f.
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Priifungstermin: Frithjahr 2016

Thema Nr. 1

(Aufgabengruppe)
Aufgabe 1 — S. 42 12 Punkte
Es sei f ein Endomorphismus des euklidischen Vektorraums R”, und es sei M
die Matrix von f beziiglich der kanonischen Basis von R". Zeigen Sie, dass die
folgenden Aussagen zueinander dquivalent sind:
B f ist eine Orthogonalprojektion auf einen Unterraum der Dimension k.
Die Matrix M ist idempotent (d.h. M? = M), symmetrisch und hat Spur k.

Aufgabe 2 — S. 44 8 Punkte

Es sei n > 1 eine natiirliche Zahl. Zeigen Sie, dass Y}_, k* genau dann durch n
teilbar ist, wenn n weder durch 2 noch durch 3 teilbar ist.

n
. . 1
Hinweis 1<Z:1k2 =g n-(n+1)-(2n+1).

Aufgabe 3 — S. 4 16 Punkte
Es sei (A, +) eine abelsche Gruppe, und es sei (H, ) eine Gruppe mit einem
Normalteiler N < H vom Index 2. Zeigen Sie:

Sind x,y € H\ N, dann ist xy € N.

Die auf A x H definierte Verkniipfung

(a+b,xy), fallsx €N,

(a,x)® (b,y) := {(a —b,xy), fallsx€ H\N,

ist assoziativ.

Im Folgenden darf ohne Beweis verwendet werden, dass A x H mit dieser Ver-
kniipfung eine Gruppe mit neutralem Element (04, 1) bildet.

Ist x € H\ N ein Element der Ordnung 2, und ist 2 € A, dann hat (a,x) in der
Gruppe (A x H,®) die Ordnung 2.

[ Es gibt eine Gruppe der Ordnung 42, die weder ein Element der Ordnung 6
noch ein Element der Ordnung 14 enthalt.
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Aufgabe 4 — S. 45 12 Punkte
Esseien1l < D € Z und R = Z[/—D].

B Zeigen Sie: Die Einheitengruppe von R ist R* = {+1}.
Ferner sei D := 13.

E Zeigen Sie, dass 2 und 1 4 1/—13 in R irreduzibel sind.
E Zeigen Sie, dass 2 € R kein Primelement ist.

Hinweis Man benutze die Normabbildung N(a + by/—D) = a? + Db>.

Aufgabe 5 — S. 46 12 Punkte

Fiir eine primitive Einheitswurzel in C gilt die Formel

7Tl —1
{s:i=e5 = \/54 + 14/ \@8+5;

diese Formel kann im Folgenden ohne Beweis verwendet werden.

B Bestimmen Sie das Minimalpolynom von a := 4/ @ tiber Q.
[} Zeigen Sie:i ¢ Q(5).

Thema Nr. 2
(Aufgabengruppe)

Aufgabe 1 — S. 47 14 Punkte

B Sei p eine Primzahl und [F, der Kérper mit p Elementen. Die Menge

G—{(S i’) |a,b€IFp,a7é0}

ist eine Untergruppe der GL,(IF,) (Nachweis nicht erforderlich). Zeigen Sie,
dass G auflosbar ist.

[§ Sei nun G eine beliebige Gruppe der Ordnun —1). Zeigen Sie, dass es
g ppP g p\p g
genau eine Untergruppe H von G der Ordnung p gibt. Zeigen Sie weiter, dass
G genau dann auflosbar ist, wenn G/H auflosbar ist.

Sei C = (Z/61Z) x As das direkte Produkt der zyklischen Gruppe der Ord-
nung 61 und der alternierenden Gruppe As. Ist C auflosbar? Begriinden Sie
Ihre Antwort.
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Aufgabe 2 — S. 48 12 Punkte
Sei
R:=2Z[i|={a+bi|abezZ}, i*=-1,
der Ring der ganzen Gaufischen Zahlen. Sei
[:=7Z -254+Z(7+i)={25x+y(7+1i) | x,y € Z}.
Die Menge I ist ein Ideal in R (Nachweis nicht erforderlich).
B Zeigen Sie, dass ¢: Z — R/I,a — a+ I surjektiv ist und bestimmen Sie den

Kern von ¢.

Zeigen Sie, dass die Gruppe (R/I)* der Einheiten von R/I zyklisch von der
Ordnung 20 ist.

Wie viele verschiedene Erzeuger von (R/I)* gibt es? Begriinden Sie Ihre
Antwort.

Aufgabe 3 — S. 49 12 Punkte
Sei

f(x) = x* —6x* — 14 € Q[x].
Zeigen Sie, dass K = Q(V/3 + v/23,1/—14) der Zerfallungskorper von f ist.
[§ Zeigen Sie: [K: Q] = 8.

Aufgabe 4 — S. 49 12 Punkte
Sei
f(x):=x>—x—1€Q[x]
und a € C eine Nullstelle von f. Sei b := 24> —a — 2.
Zeigen Sie, dass f irreduzibel tiber Q ist.
Zeigen Sie, dass b # 0 gilt.

Bestimmen Sie das Minimalpolynom von a? {iber Q.

Aufgabe 5 — S. 50 10 Punkte
Es sei M4(Q) der Ring der 4 x 4-Matrizen mit Eintrdgen in Q. Sei

0 1 0 0
-1 -2 0 0
A=lo o -1 o |SM(Q

2 2 2 -1
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Bl Bestimmen Sie das charakteristische Polynom x 4 (x) sowie die Eigenwerte von
A. Ist A diagonalisierbar?

Y Berechnen Sie das Ideal J4 = {g € Q[X] | g(A) = 0}.

Thema Nr. 3
(Aufgabengruppe)

Aufgabe 1 — S. 51 12 Punkte
Sei K ein Korper, n € N, und K"*" der K-Vektorraum der n x n-Matrizen. Ferner
sei GL, (K) die Gruppe der invertierbaren Matrizen aus K"*".
Bl Sei A € K"*" und V der von den Matrizen A%, A1, A2, ... erzeugte Unterraum

von K"*". Man zeige, dass dim V < n.

Hinweis Satz von Cayley-Hamilton.

[ Sei K ein endlicher Kérper. Man zeige, dass jedes Element aus GL,(K) hochs-
tens die Ordnung |K|" — 1 hat.

Hinweis Fiir A € GL,(K) vergleiche man die von A erzeugte Untergruppe von
GL,(K) mit V.

Aufgabe 2 — S. 52 12 Punkte

Seien m,n € IN natiirliche Zahlen > 1. Man zeige:

B} X™ — 1 ist ein Teiler von X" — 1 in Q[X] genau dann, wenn m ein Teiler von
n ist.

[ X™+ 1 ist ein Teiler von X" + 1 in Q[X] genau dann, wenn m ein Teiler von n
und n/m ungerade ist.

Genau dann ist X" + 1 irreduzibel in Q[X], wenn n eine Potenz von 2 ist.

Hinweis Fiir eine Zweierpotenz n ist (X + 1)" 4 1 ein Eisenstein-Polynom.

Aufgabe 3 — S. 53 10 Punkte
Sei p eine Primzahl, die die Ordnung der endlichen Gruppen G teilt. Weiter sei P
eine zyklische p-Sylowgruppe von G. Man zeige:

Bl P enthilt genau eine Untergruppe der Ordnung p.

[ Es gelte |[P N x~1Px| > 1 fiir alle x € G. Man zeige, dass G einen Normalteiler
N hat mit |[N| = p° mite € N.
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Aufgabe 4 — S. 54 11 Punkte

Sei R ein Integritdtsbereich und I C R ein Primideal, so dass der Index [R : I] der
additiven Gruppen endlich ist. Zeigen Sie, dass I ein maximales Ideal von R ist.

Aufgabe 5 — S. 54 15 Punkte
Sei f(X) = X* —2X% -2 € Q[X].

Zeigen Sie, dass

a1:\/1+\/§, ay=1\/1-V3, a3 = —0q, Qg = —0p

die Nullstellen von f in C sind.
[} Zeigen Sie, dass Q(a7) # Q(ay) (als Teilkorper von C).
Zeigen Sie, dass Q(v/3) = Q(a1) N Q(a3).

[l Zeigen Sie, dass die Korpererweiterungen Q(v/3) C Q(a;) und Q(v/3) C
Q(ay) galoissch sind.

Sei K der Zerfallungskorper von f iiber Q. Zeigen Sie, dass Q(v/3) C K
galoissch ist und bestimmen Sie den Isomorphietyp der Galois-Gruppe.
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Losungen zu Thema Nr. 1

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Friihjahr 2016, T1A1)

Sei (-,-) ein Skalarprodukt auf einem euklidischen Vektorraum V. Eine
Orthogonalprojektion auf einen Untervektorraum U C V ist eine lineare
Abbildung my;: V — U, sodass

(my(v) —v,u) =0 firalleve Vundu € U

erfiillt ist.

,=": Wir zeigen zunichst, dass f> = f, das zeigt dann gerade M?> = M.
Sei dazu U der Unterraum der Dimension k mit f = 7y und seiv € V
beliebig vorgegeben. Nach Definition gilt dann f(v) € U, insbesondere also
f2(v) — f(v) € U. Dasich (-,-) zu einem Skalarprodukt auf U beschrankt,
dort also auch eine nicht-ausgeartete Bilinearform definiert, folgt aus

(f2(v) — f(v),u) =0 faralleu € U,
dass bereits f2(v) — f(v) = 0 gelten muss. Weil v € V ebenfalls beliebig war,
zeigt dies f> = f.

Wir zeigen als nédchstes, dass M symmetrisch ist. Dies ist genau dann der
Fall, wenn (Mv,w) = (v, Mw) fiir alle v,w € V erfiillt ist. Dazu bemerke
zunichst, dass f(v) und f(w) in U liegen, sodass

{(f(v) = o f(w)) = 0= (f(w) —w, f(v))

gilt. Da (-, -) als Skalarprodukt eine symmetrische Bilinearform ist, haben
wir nun die folgenden Aquivalenzen:

(f(0),w) = (v, f(w)) < (wf(v)=(f(w)
& (f(w), f(v) = (f(w) —w, f(v)) = (f(v), f(w)) = (f(0) = v, f(w))
& (f(o) f(w) = (f(0), f(w))

Dies zeigt, dass f selbst-adjungiert ist, die Darstellungsmatrix M von f also
symmetrisch ist. Es fehlt noch nachzuweisen, dass Tr M = k ist. Sei v € U,
dann gilt fiir alle u € U, dass

(f(v) —ov,u) =0.

Weil f(v) — v selbst in U liegt, folgt f(v) — v = 0 wie oben. Dies zeigt f);; =
idy, d.h. U C Eig; (f). Nach dem Dimensionssatz fiir lineare Abbildungen
gilt weiter

\/\_/

g

Veimfodkerf=Udkerf.
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Wihlt man eine Basis von U und einer von ker M, so bilden diese demnach
zusammen eine Basis von V und f hat in dieser Basis die Darstellungsmatrix

1 0 ... ... ... 0
0
1
0
0 ... ... ... ... 0

mit genau k Eintrdgen 1 fiir die k Basisvektoren von U. Da sich die Spur bei
einem Basiswechsel nicht dndert, folgt Tr M = k.

»<=": Sei nun umgekehrt f eine lineare Abbildung mit idempotenter und
symmetrischer Darstellungsmatrix M. Sei U = im f und u = f(v) € imf,
dann gilt

f(u) = f2(v) = f(v) = u, ()
da M idempotent ist. Weil M symmetrisch ist, ist auflerdem f selbst-adjungiert.
Daraus folgt, dass fiir alle v € V und u € U die Gleichung

—

*

{(f(0),u) = (v, f(u)) = (0u) & (f(v) —vu)=0

gilt. Nach Definition ist daher f eine Orthogonalprojektion auf U und es
bleibt zu zeigen, dass dim U = Tr M. Wir haben

N

V=2imfdkerf=U®®kerf.

Oben haben wir auflerdem bereits f;; = idy gezeigt. Zusammen ergibt das
wieder, dass M eine Diagonalgestalt wie oben besitzt, wobei die Anzahl der
Eintrdge 1 der Dimension von U entspricht. Diese Anzahl ist gerade Tr M.

43
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Losungsvorschlag zur Aufgabe (Friihjahr 2016, T1A2)

<" Wir nehmen zunéchst an, dass n ungerade und nicht durch 3 teilbar ist.
Es dann auf jeden Fall n 4 1 gerade, also durch 2 teilbar. Falls # = 1 mod 3,
soist2n+1 = 0 mod 3 und falls n = 2 mod 3, so ist # + 1 = 0 mod 3. Das
Produkt (n +1)(2n + 1) ist daher auf jeden Fall durch 2 und 3 teilbar, also
durch 6 teilbar. Es folgt, dass m = %
dem Hinweis ist ;

2 K =n-m.

k=1

Dies zeigt, dass } }_, k? durch n teilbar ist.

eine ganze Zahl ist, und laut

,=": Sei umgekehrt Zzzl k% durch n teilbar, dann gibt es ein m € Z mit
Y¢_, k* = n-m. Laut dem Hinweis folgt

tne(n+l)-@n+l)=nm & (n+1)(2n+1)=6m.

Betrachtet man diese Gleichung modulo 2, steht da (1 +1) -1 = 0 mod 2,
also n = 1 mod 2, und betrachtet man die Gleichung modulo 3, wird daraus
(n+1)-(—n+1) = 0 mod 3. Da Z/3Z. ein Integritdtsbereich ist, ist Letzteres
genau dann der Fall, wenn n = —1 mod 3 oder n = 1 mod 3. Insbesondere

ist n weder durch 2 noch durch 3 teilbar.
_ J

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Friihjahr 2016, T1A3)

Bl Wegen (H : N) = 2 gibt es neben N nur eine weitere Nebenklasse in H/N.
Da x,y ¢ N, miissen x und y beide in dieser Nebenklasse liegen, d.h.
yN = xN. Daraus erhilt man schon mal x 'y € N. Nun ist auch x ! ¢ N,
denn andernfalls wiirde x € N aufgrund der Untergruppeneigenschaft
von N folgen. Wenden wir also das gleiche Argument auf y und x’ = x~!
an, so erhalten wir xy € N.

[} Man kann hier natiirlich alle vier auftretenden Falle zu Fuf8 abklappern.
Oder man macht Folgendes: Als Gruppe der Ordnung 2 ist H/N isomorph
zu ({£1},-), Komposition mit der Projektion H — H/N liefert einen
Homomorphismus

1 falls x € N,

S H = {41},
o H = {£1} xH{—1 falls x ¢ N.
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Die Verkniipfungsvorschrift wird damit zu (a,x) ® (b,y) = (a+o(x)b, xy).
Seien nun also (a,x), (b,y), (c,z) € A x H vorgegeben. Dann berechnet
man

(a,x)® ((b,y) ® (c,z)) =
=(a,x)® (b+0o(y)eyz) = (a+o(x)(b+o(y)c), xyz) =
=(a+o(x)b+o(xy)c, xyz) = (a+o(x)b,xy) ® (c,z) =
= ((a,x) ® (b,y)) ® (c,2).

Da x Ordnung 2 hat, ist x # 1 und somit (a,x) # (0,1). Wegen
(a,x)* = (a—a,x*) = (0,1)

folgt daraus, dass (4, x) Ordnung 2 in A x H hat.

Bl Sei A =2Z/217Z und H = {41} mit dem Normalteiler N = {1}, dann ist
A x H mit der Verkniipfung ® eine Gruppe der Ordnung 42. Angenom-
men, es gibt ein Element (4,x) € A x H der Ordnung 14. Wegen |H| = 2
kann x nur Ordnung 1 oder 2 haben. Da (4, x) Ordnung 14 haben soll,
folgt aus Teil [, dass x Ordnung 1 hat, d. h. x = 1. Somit gilt

(a,x)" = (a,1)" = (na,1) furallen € N,

sodass ord(a,1) = ord a. Wegen 14 1 21 gibt es jedoch kein Element der
Ordnung 14 in A. Der Fall eines Elementes der Ordnung 6 ldsst sich
vollkommen analog behandeln.

\ J

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Friihjahr 2016, T1A4)

Ein Element x = a + by/—D ist genau dann eine Einheit, falls N(x) =
a2+ Db =1 gilt. Nehmen wir an, dass b # 0, dann ist b2 >1,d.h

1=N(x)=a*>+DV >D >1,

was unmoglich sein kann. Also ist b = 0 und a* = 1. Es folgt x = 1 oder
x=-1L

[ Nehmen wir an, es gibt x,y € R mit 2 = xy und x,y & R*. Insbesondere
ist dann N(x) # 1 # N(y) und aus der Gleichung

4=N(2) = N(xy) = N(x) - N(y)
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erhilt man als einzig mogliche Losung N(x) = 2 = N(y). Schreibe
x = a+ by/—13, dann fiihrt die Annahme b # 0 auf die Ungleichung

2 = 4% +13b% > 13.

Da dies ein Widerspruch ist, muss b = 0 sein. Allerdings hat die resul-
tierende Gleichung a? = 2 keine Losung in Z, sodass die urspriingliche
Annahme falsch gewesen sein muss. Folglich ist 2 irreduzibel in R. Genau-
so verfahrt man im zweiten Fall: Angenommen, es gibt Nicht-Einheiten
x,y € Rmit 1+ +/—13 = xy, so hitten wir

14 = N(1+V~13) = N(xy) = N(x)N(y),

woraus wir 0.B.d. A. N(x) = 7 und N(y) = 2 schlieBen konnen. Aller-
dings haben wir oben bereits gesehen, dass N(y) = 2 zu einem Wider-
spruch fiihrt.

Wire 2 ein Primelement, so wiirde aus 14 = (1 + v/ —13)(1 — v/—13)
folgen, dass 2 ein Teiler von 1 + v/—13 oder 1 — v/—13 sein musste Es
gédbe also ein x € R mit 2x = (1+ +/—13) oder 2x = (1 —+/—13). In
beiden Fillen folgt durch Anwenden der Norm jedoch

4-N(x) = N(2x) = N(1 £ v/—13) = 14.

Bekanntlich ist aber 4 kein Teiler von 14.
_ J

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Friihjahr 2016, T1A5)

Bl Wir berechnen:
2 V545

n- = 3

= 82-5=v5 = (8a®-5)2=5
= 64a* —80a% +20 = 0.

Somit ist 16X* — 20X? + 5 schon mal ein Polynom, das « als Nullstelle hat.
Gliicklicherweise ist dieses Polynom nach dem Eisensteinkriterium mit
p = 5 auch irreduzibel. Da die Irreduzibilitdt durch Normierung nicht
verloren geht, ist X4 — %Xz + 1% das gesuchte Minimalpolynom.

b Angenommen, es ist i € Q((5). Dann wire wegen Im s = _Im {5 auch

o= S5 - ) = Sl -5 € Q(gs).
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Es folgt Q(a) € Q(gs). Nach Teil B gilt [Q(«) : Q] = 4, fiir den Kreistei-
lungskorper Q({s) gilt ebenfalls [Q((5) : Q] = ¢(5) = 4. Deshalb haben
wir unter Verwendung der Gradformel:

[Q(g5) : Q] _ é =1,

[Q(x):Q] 4
was Q({5) = Q(«) bedeutet. Allerdings ist wegen « € R auch Q(a) C
R, wihrend 5 ¢ R ist. Die Annahme i € Q({5) muss daher falsch
gewesen sein.

[Q(55) : Q(a)] =

Losungen zu Thema Nr. 2

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Friihjahr 2016, T2A1)

Betrachte die Determinantenabbildung det: G — ]F;f, welche einen Grup-
penhomomorphismus definiert. Sei A € G und seien 4,b € F, mit

a b
A= 1)
dann ist det(A) = a. Folglich ist die Determinantenabbildung surjektiv.
Sei N = ker det, dann liefert der Homomorphiesatz einen Isomorphismus
G/N = ]F; Da ]F; abelsch ist, ist der Quotient G/N aufldsbar. Um Satz
1.30 anwenden zu kénnen, miissen wir noch zeigen, dass N ebenfalls

auflosbar ist. Dazu bestimmen wir zundchst N: Sei A € N mita,b € F,
wie oben, dann gilt

AEN & detA=1 & a=1,

{3 ) toen)

Man kann nun direkt iiberpriifen, dass N abelsch ist oder zeigt, dass

N — Fy, (é 117)»—>b

also ist

ein Isomorphismus ist. Auf jeden Fall ist N auflosbar.

Laut dem Dritten Sylowsatzes gilt fiir die Anzahl v, der p-Sylowgruppen
von G, dass v, = 1 mod p und vp|p — 1. Die zweite Bedingung liefert
insbesondere v, < p — 1, weswegen nur v, = 1 beide Bedingungen erfiillt.
Sei H die einzige p-Sylowgruppe, dann ist diese ein Normalteiler von G.
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Auflerdem ist H als Gruppe von Primzahlordnung zyklisch und somit
auflosbar. Aus Satz 1.30 folgt daher, dass G genau dann auflosbar ist,
wenn G/H auflosbar ist.

Zufilligerweise ist |C| = 61 - 60 und 61 ist eine Primzahl. Dabei ist H =
Z/61Z x {id} die eindeutige Untergruppe der Ordnung 61 von G. Nach
Teil [ ist daher C genau dann auflosbar, wenn C/H =2 As auflosbar ist. Da
die alternierende Gruppe As nicht auflosbar ist, kann also auch C nicht
auflgsbar sein.

g

J

Bl Sei x + I € R/I beliebig vorgegeben mit x = a + bi. Es ist dann
x+I=a+bi+1=(a—-7b)+b(7+i)+1=a—-7b+1,

d.h. ¢(a —7b) = x + I, sodass ¢ surjektiv ist. Sei nun a € kerg C Z,
dann gilt ¢(a) =0, d.h. a € I. Es gibt also x,y € Z, sodass

a=25x+y(7+i) = (25x + 7y) + yi.

Da a eine ganze Zahl ist, muss der Imaginérteil auf der rechten Seite
verschwinden, was gerade y = 0 bedeutet. Also ist 2 = 25x und liegt in
257.. Umgekehrt liegt 25Z natiirlich im Kern von ¢, sodass ker ¢ = 25Z.

m Nach Teil E und dem Homomorphiesatz gilt R/] = Z/257. Unter Ver-
wendung von Satz 2.8 (2) gilt daher

RN = (Z57)" = Z107.

Die Anzahl der verschiedenen Erzeuger einer Gruppe der Ordnung n ist
die Anzahl der Elemente der Ordnung n dieser Gruppe und damit ¢(n).
In unserem Fall sind das also

¢(20) = @(4-5) = ¢(4) - ¢(5) =2-4=8.

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Friihjahr 2016, T2A2)
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Losungsvorschlag zur Aufgabe (Friihjahr 2016, T2A3)

Bl Wir berechnen die Nullstellen von f mit der Substitution u = x?
-6x?-14=0 & w-6u—14=0 & u=3+V23

Somit sind die vier Nullstellen gegeben durch

:l:\/3+\/2_3,i\/3— V23,

Damit ist Z = Q(V/3 + v/23, v/3 — v/23) ein Zerfallungskorper von f. Wir
zeigen Z = K. Betrachte dazu

V3t VB3 VB =i =y i

Damit liegt einerseits /3 — v/23 = \/=;:j273 in K, anderseits liegt /—14 in

Z. Insgesamt haben wir damit Z = K und K ist Zerfallungskoérper von f.

[ Sei nun « = /3 + v/23. Das Polynom f ist normiert, irreduzibel {iber Q
laut dem Eisensteinkriterium mit p = 2 und hat « als Nullstelle. Damit ist

[Q(a) : Q] =grad f = 4.

Das Polynom g = X? + 14 € Q(«)[X] hat die Nullstelle y/—14. Das Mini-
malpolynom von 1/—14 tiber Q(«) ist damit ein Teiler von g und wir er-
halten [Q(&, v —14) : Q(a)] < 2. Wire der Grad 1, so wire Q(«, v/ —14) =
Q(«). Nun ist der Korper auf der rechten Seite wegen a € R aber ein
Teilkorper der reellen Zahlen, wahrend der Korper auf der linken Seite
mit v/—14 ein Element von C \ R enthilt — Widerspruch. Der Erweite-
rungsgrad betragt deswegen 2 und die Gradformel liefert uns

[K:Q] = [Q(a,V~14) : Q)] - [Q(a) : Q] = 4-2 = 8.

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Friihjahr 2016, T2A4)

B Wir verwenden das Reduktionskriterium und zeigen, dass das Bild f =
x3 + x + 1 irreduzibel in F»[X] ist. Dazu geniigt es zu {iberpriifen, dass
f keine Nullstellen in F, besitzt. Wegen f(0) = 1 und f(1) = T ist das
der Fall.
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[ Als irreduzibles und normiertes Polynom mit Nullstelle a ist f das Mini-
malpolynom von a iiber Q. Ware b = 0, so wére x> — %x — 1 ein Polynom
von kleinerem Grad als f, das a als Nullstelle hat, im Widerspruch dazu,

dass f das Minimalpolynom von 4 ist. Also muss b # 0 sein.

Sei ¢ das Minimalpolynom von a? iiber Q, dann ist grad ¢ = [Q(a?) : Q.
Wegen a*> € Q(a) und [Q(a) : Q] = grad f = 3 ist nach 3.2 dann grad g
ein Teiler von 3. Wire grad g = 1, so wire a* € Q. Dies kann jedoch nicht
sein, da sonst X2 — 4% ein Polynom in Q[X] mit Nullstelle a wire, das
kleineren Grad als f hat. Also wissen wir schon mal, dass wir nach einem
Polynom von Grad 3 suchen miissen, wenn wir g finden wollen.

Wir berechnen unter Verwendung von f(a) = 0, also a> = a + 1:
(@2 =@)P=@+1)’=?+2a+1=a(@—-1)+2a+1=a+a+1
=adt+ -t ta+1=a+ala+1) - +1=2*—0a*+1

Also ist das Polynom x® — 2x? + x — 1 ein Kandidat fiir g. Da dieses
Polynom normiert ist und den richtigen Grad, ndmlich 3, hat, handelt sich
dabei tatsdchlich um g.

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Friihjahr 2016, T2A5)

Bl Wir erhalten mit dem Laplace’schen Entwicklungssatz, angewendet auf

die 3. Zeile
-X 1 0 0
-1 -2-X 0 0
Xa=det] , 0o -1-x o |~

2 2 2 -1-X

-X 1 0
=1-(-1—-X)det | -1 -2-X 0 =(X+1)%

2 2 -1-X

A hat damit den vierfachen Eigenwert —1. Damit A diagonalisierbar ist,
miisste Eig(A, —1) = ker(A + E4) vierdimensional sein, also ganz Q* sein.
Dies ist nur moglich, wenn A + E4 die Nullmatrix ist. Wegen

1 1 00
1 -10 0
A+Es=1149 o 0 0
2 2 20

ist A also nicht diagonalisierbar (alternativ berechne Eig(A, —1) wie ge-
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wohnt).

[} Das gesuchte Ideal wird vom Minimalpolynom von A erzeugt (vgl. Sei-
te 232). Dieses ist laut dem Satz von Cayley-Hamilton ein Teiler des
charakteristischen Polynoms. Es kommen daher nur Potenzen von X + 1
infrage. Wir haben oben bereits gesehen, dass A + [E4 nicht die Nullmatrix
ergibt. Weiter gilt

1 1 00\/1 1 00 0000
> [-1 =1 00][-1 -1 00| (000 0
(A+E)" =109 09 00]/lo o oofl=|0oo0 00
2 2 20/ \2 2 20 000 0

Damit ist (X + 1)? das Minimalpolynom von A und wir haben

Ja=((X+1)%).

Losungen zu Thema Nr. 3

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Friihjahr 2016, T3A1)

Sei x 4 das charakteristische Polynom von A. Der Grad von x4 ist n. Nach
dem Satz von Cayley-Hamilton 4.6 ist x 4 (A) = 0, somit erhalten wir eine
Darstellung der Form

anA"+ ...+ a1A+aE, =0
-1

& A= — (un_lA”*l o +mA —l—ao]En) .
n

Daraus ergibt sich nun per vollstindiger Induktion, dass jede Potenz der
Form A™ fiir m > n als Linearkombination von {EE,,, ..., A"~1} darstellen
lasst: Fiir m = n haben wir dies bereits begriindet. Fiir den Induktions-
schritt betrachte

A+l = ppm U 4 (bn,lA"*l ot bOIEn) = by A"+ ...+ bgA =

-1

= by (u (an_lA”_l - aolEn)> by 2 A" 4 4 boA.
n

Insgesamt haben wir damit

V= (A% AL A%, ) C (A0 AL, AT

und deshalb dimV < n.
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[ Sei A € GL,(K). Die von A erzeugte Untergruppe ist gegeben durch
g grupp geg
(Ay = {AF |k e z}.

Sei k > 0, so gilt Ak € V laut der Definition von V. Um zu zeigen, dass
auch die Matrix A% in V liegt, bemerke, dass mit K auch GL,(K) endlich
ist. Damit ist A™ = AA™1 = E,, fiir ein m € N und damit A~1 = A"~ 1,
also auch A~% = (A_l)k = (Am_l)k € V. Damit haben wir (A) C V' \ {0}.
Der Untervektorraum V hat wegen dim V' < n hochstens |K|" Elemente,
also ist

ord A = [{A)] < [V'\ {0}] = |K|" — 1.

. J

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Friihjahr 2016, T3A2)

Bl Division mit Rest ergibt Zahlen g, € IN mit n = gm + r. Wir zeigen,

dass X" —1 =0 mod (X" — 1) genau dann gilt, wenn r = 0 ist. Betrachte
hierzu zunéchst

X'—1=X""-1=17-X"-1=X"-1 mod (X" —1).

Wegen grad X" —1 < grad X" —1 ist X" — 1 der eindeutige Rest der
Division von X" — 1 durch X" — 1 und es ist X"* — 1 genau dann ein Teiler
von X" —1, wenn X" —1 =0, also r = 0 gilt.

[ Hier haben wir, wiederum fiir n = gm—+r,
Xt41=X""T 41 = (-1)1X"+1 mod (X" +1).

Nach gleicher Begriindung ist X + 1 genau dann ein Teiler von X" 41,
wenn (—1)7X" 4+ 1 = 0 ist. Aus Gradgriinden ist dies genau dann der Fall,
wenn ¥ = 0 und (—1)7 = —1, also g ungerade ist.

Ist n keine Potenz von zwei, so hat n einen ungeraden Teiler d und somit
eine Darstellung der Form n = dm fiir ein m € IN. Da somit aber m ein
Teiler von n und n/m = d ungerade ist, hat X" + 1 laut Teil [}J den Teiler
X™ + 1 und ist somit nicht irreduzibel.

Nehmen wir an, 7 ist eine Zweierpotenz. Wir zeigen, dem Hinweis ent-
sprechend, zunichst, dass dann (X +1)" 4 1 irreduzibel nach dem Eisen-
steinkriterium ist. Mit dem binomischen Lehrsatz erhalten wir

n _n n k _yn = n k
X+ +1=) ()X F1=X"+) ()X +2
k=1

k=0
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Also ist der letzte Koeffizient durch zwei, nicht aber durch 22 teilbar. Mit
dem freshman’s dream angewendet auf die Zweierpotenz n erhalten wir

(X4+1D)"+1=X"+2=X" mod 2,

sodass aufler dem Leitkoeffizienten alle Koeffizienten durch 2 teilbar
sind. Also handelt es sich bei (X + 1)" + 1 tatsdchlich um ein Eisenstein-
Polynom mit p = 2. Nehmen wir nun an, dass X" +1 = fg eine Zerlegung
in Nicht-Einheiten f, ¢ € Q[X] wire, dann ist

(X+1)"+1=f(X+1)g(X+1)

eine Zerlegung von (X 4 1)" 4 1 in Nicht-Einheiten, im Widerspruch dazu,
dass dieses Polynom wie eben gezeigt irreduzibel ist. Also kann es eine
solche Zerlegung von X" 4 1 nicht geben.

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Friihjahr 2016, T3A3)

Da P eine p-Sylowgruppe ist, ist p ein Teiler ihrer Ordnung. Damit folgt
die Aussage daraus, dass in zyklischen Gruppen fiir jeden Teiler der Grup-
penordnung genau eine Untergruppe entsprechender Ordnung existiert.

Betrachte die Menge
N =) x 'Px.
xeG

Fiir beliebiges x € G sind die Konjugierten x~!Px wiederum p-Sylow-
gruppen von G, also handelt es sich dabei insbesondere um Untergruppen
von G, sodass auch N eine Untergruppe von G ist. Zudem ist laut Voraus-
setzung |[N| > 1 und da N auch eine Untergruppe von P ist, muss laut
dem Satz von Lagrange |N| = p° fiir ein e € IN gelten. Wir zeigen noch,
dass es sich bei N um einen Normalteiler handelt. Sei dazu x~'px € N
und g € G, dann gilt

g(x'px)g = gxTprg T = (gx ) p (gx_l)fl € N.




54 3 Algebra: Aufgabenlésungen nach Jahrgdngen

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Friihjahr 2016, T3A4)

Da I ein Primideal ist, ist R/I nach Satz 2.7 (1) ein Integritdtsbereich, der
wegen [R : I] < oo endlich ist. Mittels einer der Methoden aus dem Kasten
auf Seite 74 zeigt man, dass R/I bereits ein Korper sein muss, sodass I nach
Satz 2.7(2) ein maximales Ideal ist.

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Friihjahr 2016, T3A5)

B Es gilt
(1+v3)2-2(1+v3)—2=1+2V3+3-2F2/3-2=0,
sodass @7 und ay Nullstellen von f sind. Da f ein gerades Polynom ist,
folgt daraus auch, dass a3 und a4 Nullstellen von f sind.

[ Wegen v/3 > 1ist ap ¢ R, wihrend Q(a1) C R gilt. Damit ist ap ¢ Q(a1).
B Die Inklusion ,C* folgt aus

2 2
V3=11+v3 —1=-\/1-V3 +1€Q(x1) NQ(a2).

Fiir die Inklusion ,2“ sei B € Q(aq) N Q(az). Bemerke zunichst, dass
der Korper Q(a;) ein Teilkorper der reellen Zahlen ist, also muss auch f
reell sein.

Das Polynom f ist normiert, irreduzibel nach dem Eisensteinkriterium
mit p = 2 und hat a; und «; als Nullstelle, ist also das Minimalpolynom
von a1 und ap. Damit erhalten wir

[Q(a1) : Q] = [Q(a2) : Q] = grad f = 4.

Somit besitzt B als Element von Q(a;) eine Darstellung der Form

B=a+bay+cal+dad=a+b\/1—V3+c(1—+3)+dy/(1-+3)3

fura,b,c,d € Q. B € R ist daher nur moglich, falls b = d = 0 gilt. Daraus
folgt sogleich B € Q(1/3).

[l Der Grad der Erweiterung Q(+/3)|Q ist 2, wie man routiniert zeigt. Somit
liefert die Gradformel

[Q(x) : Q(V3)] = [Q(x2) : Q(V3)] = g _2
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Als Erweiterungen von Grad zwei sind die beiden Erweiterungen damit
normal. Ferner handelt es sich bei Q(1/3) um einen Korper der Cha-
rakteristik 0, sodass die Erweiterungen auch separabel, insgesamt also
galoissch sind.

Wiederum ist die Erweiterung nattirlich separabel, ferner ist K laut Defini-
tion Zerfallungskorper von f und damit auch normal. Der Zerfallungskor-
per K enthilt Q(a7) und Q(ay) und ist der kleinste Korper mit dieser Ei-
genschaft. Somit handelt es sich bei K um das Kompositum Q(a1) - Q(ay).
Mit Proposition 3.23 (2) erhalten wir, da Q(a1) N Q(a2) = Q(+v/3) laut
Teil [ gilt,

Gl = Sow)iava) X Cawiaws) =222 x 222
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Prifungstermin: Herbst 2016

Thema Nr. 1
(Aufgabengruppe)

Aufgabe 1 — S. 61 12 Punkte

Seien N ein auflosbarer Normalteiler einer endlichen Gruppe G und H eine
weitere auflosbare Untergruppe von G. Zeigen Sie, dass

{nh|neN,he H}

wieder eine auflosbare Untergruppe von G ist.

Aufgabe 2 — S. 61 12 Punkte

Seien p eine Primzahl und k < p — 2. Zeigen Sie, dass die Einheitsmatrix Iy die
einzige Matrix A € GL(Q) mit der Eigenschaft A? = I;.

Aufgabe 3 — S. 61 12 Punkte

Sei R ein kommutativer Ring mit Einselement. Zu jedem a € R existiere ein b € R
mit a? - b = a.

B Zeigen Sie, dass R reduziert ist, das heif$t, 0 das einzige nilpotente Element in
R ist.

[ Zeigen Sie weiter, dass jedes Primideal p in R maximal ist.

Aufgabe 4 — S. 62 12 Punkte
Sei a € INy. Wir definieren eine Folge (x;), n € INg durch
Xy = a? 4+ 1.

B Sein < m. Zeigen Sie, dass x, ein Teiler von x,, — 2 ist.
[ Berechnen Sie den grofiten gemeinsamen Teiler von x,, und x.

Folgern Sie, dass es unendlich viele Primzahlen gibt.
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Aufgabe 5 — S. 62 12 Punkte

Sei f(X) ein separables Polynom iiber Q, welches in der Form f(X) = h(X?)
mit 1(X) € Q[X] und n = degh(X) > 2 geschrieben werden kann. Zeigen Sie,
dass die Galoissche Gruppe (eines Zerfillungskorpers) von f(X) nicht die volle
symmetrische Gruppe der Nullstellen sein kann.

Thema Nr. 2
(Aufgabengruppe)
Aufgabe 1 — S. 63 6 + 2 Punkte

Sei H := {z € C | Imz > 0} die obere Halbebene und SL,(RR) die Gruppe der
reellen 2 x 2-Matrizen mit Determinante 1. Die Abbildung

a b az+Db
0: SLy(R) x H— H, <(c d)’z)'_)cz—kd

definiert eine Gruppenoperation von SL, (R) auf H.

Geben Sie die Bahnen von ¢ an.
Geben Sie den Stabilisator von i € H an.

Aufgabe 2 — S. 64 6 + 10 Punkte

Seien A, B abelsche Gruppen und ¢: B — Aut(A) ein Homomorphismus von B
in die Gruppe der Automorphismen von A. Das semidirekte Produkt A x4 B ist die
folgendermafien definierte Gruppe:

AxyB:={(ab)|acAbecB}
(a1,b1) - (a2, b2) == (a19(1)(a2), b1b2)
B Zeigen Sie, dass A X B genau dann abelsch ist, wenn ¢ trivial ist, also ¢(b) =
id4 fur alle b € B gilt.
[} Konstruieren Sie eine nicht-abelsche Gruppe der Ordnung 2015.

Aufgabe 3 — S. 65 242434 3 Punkte

Im Folgenden sei K jeweils der angegebene Korper. Entscheiden Sie jeweils, ob
die Matrix A tiber K diagonalisierbar ist, und begriinden Sie Ihre Antwort.

210
BAa=1|0 2 0],K=C
00 2
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0 1
mA_(1 0>,K_1R
0 1

Bl A= (§ i_ } 2X1— 1) , K ist der rationale Funktionenkorper R(X).

Aufgabe 4 — S. 66 246+ 6+ 2 Punkte

Sei p > 2 eine Primzahl. Wir betrachten den Korper K = Q({p,ap) C C mit
2mi

ap = ¢/p € Rund {p = e ¥ . Zeigen Sie:

B Die Korpererweiterung K|Q ist galois’sch.
B [K:Q=p(p—1).

Die Teilerweiterung Q(«,)|Q ist nicht normal und daher ist die Galois-Gruppe
Gal(K|Q) nicht abelsch.

Bl Gal(K|Q) hat einen Normalteiler der Ordnung p.

Aufgabe 5 — S. 67 10 Punkte

Sei p eine Primzahl. Wir betrachten in FF,[X] die Polynome P; = X*+ X + 1

und P, = X3 + X% + X + 1. Bestimmen Sie die Losungsmenge L C F,[X] des
Kongruenzsystems

F=X-1 modP; und F=1 mod P, FecTF,[X].

Thema Nr. 3
(Aufgabengruppe)
Aufgabe 1 — S. 68 12 Punkte

Sei K ein Korper, V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum und ¢: V — V ein
Endomorphismus von V, dessen charakteristisches Polynom in Linearfaktoren
zerfillt. Beweisen Sie, dass die folgenden Bedingungen dquivalent sind:

B Alle Eigenrdume von ¢ sind eindimensional.

[} Zu jedem Eigenwert von ¢ existiert in der Jordanschen Normalform genau ein
Jordanblock.
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Das Minimalpolynom und das charakteristische Polynom von ¢ sind gleich.

Aufgabe 2 — S. 69 4 4 4 4 4 Punkte

Sei p > 3 eine ungerade Primzahl und F» der Korper mit p? Elementen. Bewei-

sen Sie:

B Die Abbildung f: [F,» — FF, die durch f(a) = a? gegeben ist, ist ein Isomor-
phismus von Ringen.

Durch die Vorschrift g(a) = a + a” ist eine Abbildung g: F,» — I, gegeben,
und diese ist ein surjektiver Gruppenhomomorphismus.

Durch die Vorschrift h(a) = aP*! ist eine Abbildung h: lF;z — [, gegeben,
und diese ist ein surjektiver Gruppenhomomorphismus.

Aufgabe 3 — S. 70 2424246 Punkte

Es sei G eine Gruppe der Ordnung |G| = 7?2 - 8. Mit Syl, bezeichnen wir die
Menge der 7-Sylowgruppen und mit n; die Anzahl der 7-Sylowgruppen von G.
Zeigen Sie mithilfe der folgenden Schritte, dass G nicht einfach ist.

Begriinden Sie, dass ny € {1,8} gilt.
E] Begriinden Sie, dass G im Fall ny = 1 nicht einfach ist.
Begriinden Sie, dass

.1 G x Syl, = Syl,, (g, P) ~— gPg"

eine transitive Operation von G auf Syl, ist.

Begriinden Sie, dass G auch im Fall n; = 8 nicht einfach ist.

Aufgabe 4 —S. 71 3+ 346 Punkte
In einem assoziativen Ring R mit Einselement gelte fiir jedes Element x € R
entweder x2 = 1 oder x" = 0 fiir ein n > 1.

Bl Beweisen Sie, dass die Einheitengruppe von R kommutativ ist.

Beweisen Sie, dass fiir jedes Element x € R entweder x oder 1 — x eine Ein-
heit ist.

Beweisen Sie, dass R ein kommutativer Ring ist.
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Aufgabe 5 —S. 71 12 Punkte

Finden Sie zwei Polynome f, g € Q[x] gleichen Grades, sodass Gal(f) und Gal(g)
gleich viele Elemente haben, aber Gal(f) abelsch und Gal(g) nicht abelsch ist.
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Losungen zu Thema Nr. 1

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Herbst 2016, T1A1)

Da N ein Normalteiler ist, ist das Komplexprodukt N H eine Untergruppe von

G und N ist insbesondere Normalteiler von NH. Nach dem 1. Isomorphiesatz
1.10 (1) ist dann NH/N = H/N N H. Da N laut Angabe auflosbar ist, gentigt
es nach Satz 1.30 zu zeigen, dass H/N N H auflosbar ist. Auch H ist auflgsbar,
daher konnen wir Satz 1.30 erneut anwenden (diesmal andersrum) und
erhalten, dass der Quotient H/H N N auflosbar ist.

. J

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Herbst 2016, T1A2)

Es ist klar, dass die Einheitsmatrix die geforderte Eigenschaft besitzt. Sei also
A € GLi(Q) eine weitere Matrix mit A* = . Dann ist A eine Nullstelle des
Polynoms X? — 1 und das Minimalpolynom von A muss ein Teiler dieses
Polynoms sein. Sei @, jeweils das n-te Kreisteilungspolynom, dann ist

X 1= - @,

die eindeutige Zerlegung in irreduzible normierte Faktoren. Das Minimal-
polynom von A kann jedoch nicht von @, geteilt werden: Als k x k-Matrix
hat das charakteristische Polynom von A Grad k. Laut dem Satz von Cayley-
Hamilton ist das Minimalpolynom von A ein Teiler des charakteristischen
Polynoms von A, hat also insbesondere maximal Grad k, wihrend hingegen

grad®, = ¢(p) =p—-1>p—-22>k

gilt. Damit muss ®; = X — 1 das Minimalpolynom von A sein und wir
erhalten
(Dl(A):O & A-L=0 & A=].

& J

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Herbst 2016, T1A3)

Bl Seia € R. Wir zeigen per Induktion tiber n, dass fiir alle n € N aus a” = 0
bereits a = 0 folgt. Fiir n = 1 ist die Aussage offensichtlich wahr. Fiir den
Induktionsschritt nehmen wir an, dass a”t! = 0 gilt. Es existiert ein b € R,
sodass die Gleichung a%b = a gilt. Daraus erhélt man

aV=a""1 . a=a""14% = g"tp = 0.

Nach Induktionsvoraussetzung folgt daher a = 0.
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[ Wir zeigen, dass R/p ein Korper ist. Sei 2 € R/p mit 2 # 0. Nach Voraus-
setzung gibt es b € R, sodass die Gleichung a?b = a in R erfiillt ist. Man
erhilt daraus in R/p:

#?-b=a <« a@-1)=0

Da p Primideal ist, ist R/p ein Integrititsbereich. Weiter war nach Wahl
a # 0, sodass aus der Gleichung oben ab — 1 = 0 und damit ab = 1 folgt.
Dies bedeutet gerade, dass @ eine Einheit und somit R/p ein Korper ist.

- J

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Herbst 2016, T1A4)

B Sei n € IN. Wir zeigen die Aussage per vollstindiger Induktion tiber
m > n. Den Induktionsanfang miissen wir daher fiir m = n + 1 machen:
Es gilt

2 1= (@ - 1)@ +1) = (@ 1) 2.

Xpt1—2=a
Dies zeigt, dass x,,11 — 2 von x, geteilt wird. Setzen wir die Aussage also
fiir ein m als bereits bewiesen voraus und zeigen die Aussage fiir m + 1:
Wir haben

om+1

Xpmi1—2=a —1=@""-1)@*" +1) = (xm —2) - xm.

Laut Induktionsvoraussetzung ist x, | (x, — 2) erfiillt, deshalb auch
X | (X1 —2).

¥ Seid ein gemeinsamer Teiler von x, und x;,. Da laut Teil B x,, ein Teiler
von Xx,; — 2 ist, muss auch d die Zahl x;, — 2 teilen. Insbesondere ist d ein

Teiler von

Daraus folgt, dass d ein Teiler von 2 sein muss, also d € {1,2}. Ist nun
a € Ny gerade, so ist x; ungerade fiir alle n € Ny, also ist der grofite
gemeinsame Teiler in diesem Fall 1. Ist hingegen a ungerade, so ist x;
gerade fiir alle n € INp und der grofite gemeinsame Teiler von x;, und x;,
ist 2.

Sei a gerade. Wihle jeweils einen Primteiler p,, von x;, dann hat die Folge
(Pn)nen paarweise verschiedene Glieder: Angenommen, es gibt n,m € IN
mit n < m und p, = py, dann ist p,, ein gemeinsamer Primteiler von x,
und xy,. In [5) haben wir jedoch gesehen, dass x;, und x,;, teilerfremd sind.

Wir haben also mit (p,),enN eine unendliche Folge von Primzahlen kon-
struiert.
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Losungsvorschlag zur Aufgabe (Herbst 2016, T1A5)

Das Polynom f hat 2n Nullstellen, diese sind verschieden (da f separabel
ist) und wegen f(—X) = h((—X)?) = h(X?) = f(X) ist das Negative jeder
Nullstelle jeweils wiederum eine Nullstelle. Wir schreiben die Nullstellen als

a1, &= —&1, &3, ... ,Wp_1, A2y = —Q2p_1.

Laut Satz 3.24 existiert ein injektiver Homomorphismus ¢: Gal(f) — Sy,
wobei Gal(f) die Galois-Gruppe (eines Zerfallungskorpers) von f bezeichnet.
Nehmen wir an, ¢ ist sogar ein Isomorphismus. Wegen n > 2 ist (13) € Sy,.
Das Urbild ¢ = ¢~1((1 3)) dieser Transposition ist ein Q-Automorphismus,
der nur a7 und a3 vertauscht, also

o(a1) = azund o(a;) = a; firi € {2,4,5,...,2n}

erfiillt. Ein solches Element kann es jedoch nicht geben: Da ¢ ein Q-Auto-
morphismus ist, gilt ¢(—1) = —1. Damit erhalten wir aber

o(az) =0(—m) = —o(a1) = —az = ay.

Wegen o(a) = ayg # «y ist das ein Widerspruch.
\\§ J

Losungen zu Thema Nr. 2

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Herbst 2016, T2A1)

B SeiG = SL,(IR). Wir behaupten, dass es nur eine Bahn gibt, die Operation
also transitiv ist. Dazu zeigen wir

G(i) = H.

Die Inklusion ,C” ist klar laut Definition der Gruppenoperation. Sei
umgekehrt x + iy € H mit x € R und y € R™. Wir bestimmen eine Matrix
A= (Z Z) € SLy(R) mit o(A,i) = x + iy. Es gilt unter Verwendung

vonad —bc =detA =1

N ai+b  (ai4b)(—ci+d)

o(Ai) = ci+d (ci+d)(—ci+d)
_ (ac+bd) +i(ad —bc)  (ac+bd)+i
B 2 +d? 2 +d?
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Da nur die Existenz solcher Zahlen zu zeigen ist, diirfen wir der Ein-
fachheit halber ¢ = 0 setzen. Damit Imo(A,i) = y gilt, muss d% =y
sein, wir wahlen also weiter d = % Wegen det A = ad = 1 muss dann

a= % = /¥ gelten. Fiir b erhalten wir zuletzt

ac+bd bd:x - b:xd:i.

z YT oz NG

Wir iiberpriifen dieses Ergebnis. A ist eine Matrix in G, und tatsdchlich gilt

N AN
([ 5))
N

VY

Insgesamt haben wir fiir beliebiges x + iy € H gezeigt, dass x + iy € G(i)
und somit haben wir Gleichheit. Es gibt damit nur eine Bahn, ndmlich H.

[ Wir zeigen

Stabg (i) = {(_“b §> |a,b € R,a®>+b* = 1}
(vgl. die erste Inklusion dazu, wie man darauf kommt).

~C “:Sei A = (Z Z) € Stabg (7). Dann gilt o(A, i) = i und somit

ai+b

Ci—l—d_l & agi+b=di—-c & a=dundb= —c.

Wegen det A = 1 muss zudem a? + b* = 1 erfiillt sein. Damit ist A ein
Element der Menge auf der rechten Seite der Gleichung.

,D": Seien a,b € R mit 4> + b*> = 1, dann gilt

- —bi+a (a—bi)(a+bi) a? + b2

Q((u b) .)_ ai+b _(ui+b)(a+bi)_—ab+ab+i(a2+b2)_i
—b a)’ o

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Herbst 2016, T2A2)

» = “: Nehmen wir an, dass A x, B abelsch ist. Sei b € B beliebig und e
das Neutralelement von A, eg das von B. Dann gilt fiir allea € A

(ea,b) - (a,b) = (a,b) - (ea,b) & (eagp(b)(a),b?) = (ag(b)(ea), b?).
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Da ¢(b) ein Automorphismus ist, gilt ¢(b)(es) = e4. Damit liefert Ver-
gleich der ersten Komponente

¢(b)(a) = a

fiir alle a € A, also ¢(b) = id 4.

,<=": Nehmen wir an, es gilt ¢(b) = id, fiir alle b € B. Dann erhalten wir
fur beliebiges (a1,b1), (az,b2) € A Xy B

—

*

(a1,b1) - (a2, b2) = (a19(b1)(az), biby) = (a1a2,b1ba) =
= (a2a1, boby) = (a2¢(b2)(a1), babr) = (az, bz) - (a1, by).
Dabei wurde an der Stelle (%) verwendet, dass A und B abelsch sind.
Insgesamt zeigt die Gleichung, dass A x4 B abelsch ist.

Es ist 2015 = 65 - 31. Wir setzen nun A = Z/65Z und B = Z/31Z. Das
Element 1 € A hat die Ordnung 65. Ferner gilt

N

Aut(B) = (Z317)" = Z 507

und da 5 ein Teiler von 30 ist, existiert in Z/30Z, ein Element der Ord-
nung 5, und aufgrund der Isomorphien besitzt auch Aut(B) ein Ele-
ment der Ordnung 5, das wir mit ¢ bezeichnen. Wegen 5 | 65 gibt es
einen Homomorphismus ¢: A — Aut(B) mit ¢(1) = 3. Dieser Homo-
morphismus ist wegen ord ¢(1) = 5 # 1 nicht trivial. Damit ist laut
Teil B das Produkt A X B eine nicht-abelsche Gruppe, die die Ordnung
|A x B| = 65-31 = 2015 hat.

\ J

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Herbst 2016, T2A3)

Die Matrix liegt in Jordan-Normalform vor. Ware A diagonalisierbar, miiss-
te sie daher bereits Diagonalgestalt haben, denn die Jordan-Normalform
ist bis auf Reihenfolge der Jordanblocke eindeutig. Aus diesem Grund ist
A nicht diagonalisierbar iiber C.

Das charakteristische Polynom ist hier x4 = X2 + 1 und da dieses iiber R
nicht in Linearfaktoren zerfillt, ist A nicht diagonalisierbar.

Auch hier ist das charakteristische Polynom natiirlich x4 = X2 + 1. Jedoch
erhalten wir hier die Zerlegung x4 = (X —2)(X — 3), so dass x4 in
Linearfaktoren zerfallt. Ferner ist die geometrische Vielfachheit kleiner
oder gleich der algebraischen und grofer gleich 1. Da die algebraische
Vielfachheit beider Eigenwerte 1 ist, muss auch die geometrische jeweils 1
betragen. Die Matrix ist somit diagonalisierbar.
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.

] Das charakteristische Polynom (mit der Variable Y) lautet hier

xaY)=(X4+1-Y)2X-1-Y) = (X -1) = Y2 -3XY +2X% =
= (Y — X)(Y — 2X).

Damit hat auch hier y 4 zwei verschiedene, einfache Nullstellen und A ist
nach dem gleichem Argument wie in Teil [ diagonalisierbar.

J

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Herbst 2016, T2A4)

Bl Da Q als Korper der Charakteristik 0 perfekt ist, ist die Erweiterung

zumindest separabel. Um zu zeigen, dass sie auch normal ist, zeigen wir,
dass K der Zerfallungskorper des Polynoms f = X? — p € Q[X] ist. Die
p verschiedenen Nullstellen dieses Polynoms sind gegeben durch Q’,‘,ar,
mit k € {1,...,p}. Alle diese Nullstellen liegen in K, ferner wird K bereits
von den Nullstellen &, und (pa, erzeugt. Damit ist K tatsdchlich der
Zerfallungskorper von f und die Erweiterung ist normal.

Zunichst ist f irreduzibel aufgrund des Eisensteinkriteriums, hat «), als
Nullstelle und ist normiert, also das Minimalpolynom von &;,. Damit ist

[Q(ap) : Q] = grad f = p.

Das Minimalpolynom von (, {iber Q ist das p-te Kreisteilungspolynom
@, welches Grad ¢(p) = p — 1 hat. {, als Nullstelle. Aus diesem Grund
ist [Q(0p) : Q= p—1.

Aufgrund der Gradformel haben wir
[K: Q] = [K:Q(ap)] - [Q(wp) : Q] = [K: Q(Ep)] - [Q(Gp) : QL

also ist [K : Q] ein Vielfaches von p und p — 1. Wegen p > 2 sind diese
beiden Zahlen teilerfremd, sodass wir [K : Q] > p(p — 1) erhalten. Ande-
rerseits ist @, auch ein ein Polynom aus Q(a,)[X] mit ®,({,) = 0, also
hat das Minimalpolynom von ¢, tiber Q(«,) maximal den Grad p — 1.
Deshalb gilt

[K: Q] = [K: Q(ap)] - [Qap) : Q] < p(p —1).
Insgesamt haben wir [K : Q] = p(p — 1) gezeigt.

Wir haben bereits gesehen, dass f irreduzibel ist und eine Nullstelle in

Q(ap) hat. Ware die Erweiterung normal, so miissen bereits alle Null-
stellen in Q(a,) liegen. Tatsachlich ist aber beispielsweise die Nullstelle
Cpep € C\ R, wahrend Q(ap) C R gilt. Damit zerfallt f tiber Q(«p) nicht
in Linearfaktoren und die Erweiterung ist nicht normal.
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Angenommen, Gal(K|Q) wire abelsch. Dann wére jede Untergruppe
ein Normalteiler, insbesondere die Untergruppe Gal(K|Q(«p)). Deren
zugehoriger Fixkorper ist Q(«p). Laut dem Hauptsatz der Galois-Theorie
wire damit die Erweiterung Q(«,)|Q normal — Widerspruch zum ersten
Teil der Aufgabe.

Bl 1. Moglichkeit: Die Gruppe Gal(K|Q) hat Ordnung p(p — 1). Eine Unter-

gruppe der Ordnung p ist damit eine p-Sylowgruppe. Sei deren Anzahl v,.
Wir erhalten mit dem Dritten Sylowsatz v, = 1 mod p, also v, = 1+ kp
fiir ein k € INp. Zugleich muss aber wegen v, | p — 1 auch v, < p gelten,
weshalb wir k = 0 und somit v, = 1 folgern kénnen. Da es nur eine
einzige p-Sylowgruppe gibt, ist diese ein Normalteiler.
2. Moglichkeit: Die Erweiterung Q({,)|Q ist eine Erweiterung vom Grad
p — 1 und ist als zyklotomische Erweiterung normal, sodass die korrespon-
dierende Untergruppe U = Gal(K|Q({,) ein Normalteiler von Gal(K|Q)
ist. Die Ordnung von U berechnet sich nach dem Zusatz zum Hauptsatz
der Galois-Theorie zu

K:Q] p(p—1)

Ul=K:Q = = =p.
U= = g = et Y
. J
Losungsvorschlag zur Aufgabe (Herbst 2016, T2A5)

Wegen
Pb—XP=X4+X+X4+1-X3-X>-X=1

sind die beiden angegebenen Polynome teilerfremd. Nach dem Chinesischen
Restsatz haben wir einen Isomorphismus

¢: Bo[XL P py) = Bl XLy x EplXLApy),
f+PiPy) = (f+ (P1), f+ (P2)).

und die Losungsmenge der angegebenen Kongruenz ist das Urbild von
(X —1,1) unter ¢. Mit der Relation von oben erhalten wir

47(1 + XP; + (P1P2>) = (1 +P1,0+P2) und
(P(l — P+ (P]Pz)) = (0 + P, 1+ Pz).

Damit ist
P(X-1)(1+XP)+(1—-P)) =(X—-1,1).
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Wir berechnen:

(X=1)(1+XP)+(1-P) =
=X-DX+X+X+D)+(-X*-X*-X) =
=X+ XXX -x-x-Xx-1-xX*-x*-X=
=x*-xP-x2-Xx-1

Die Losungsmenge des obigen Kongruenzsystems ist somit

L=X'-X>-X>—X—-1+(PP).

Losungen zu Thema Nr. 3

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Herbst 2016, T3A1)

B < [ “: Folgt aus Proposition 4.10 (1).

= [ “: Seien Ay, ..., A, die Eigenwerte von ¢ und schreibe das Minimal-
polynom von ¢ als u = [T/, (X — A;)% mit v; € IN. Laut Proposition 4.10
(2) ist v; jeweils die Grofle des grofiten Jordanblocks zum Eigenwert A;.
Nach (2) gibt es nur jeweils einen Jordanblock, dieser ist dann insbesondere
der grofite zum jeweiligen Eigenwert, d. h. es gibt genau einen Jordanblock
der Grofite v; zum Eigenwert A;. Die Jordanblocke miissen zusammen die
Darstellungsmatrix von ¢ ausfiillen, d. h. ihre gesamte Breite muss

m
Z 0; = dimK \%
i=1

betragen. Daraus folgt grad ¢ = dimg V. Da dies genau der Grad des cha-
rakteristischen Polynoms x von ¢ ist, beide normiert sind und laut dem Satz
von Cayley-Hamilton 4.6 auBlerdem y | x gilt, folgt bereits u = x.

S8 = [ “: Aus u = yx folgt insbesondere grad y = grad x. Wegen grad x =
dimg V gilt daher Y ; v; = dimg V, wobei u = [T/2; (X — A;)% wie zuvor.
Das bedeutet: Nimmt man nur die jeweils grofiten Jordanblocke zu jedem
Eigenwert, so fiillen diese bereits die gesamte Breite der Darstellungsmatrix
von ¢. Es kann daher nur zu jedem Eigenwert genau einen Jordanblock
geben.
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Losungsvorschlag zur Aufgabe (Herbst 2016, T3A2)

Bl Es gilt natiirlich f(1) = 1. Seien nun a,b € IF . Dann gilt

£(ab) = (ab)” = a?b? = F(a)f(b),
fla+b) = (@+b)? = +b = f(a) + F()

Dabei folgt die zweite Gleichung durch Anwendung des freshman’s dream,
da IF» Charakteristik p hat. Damit ist f ein Kérperhomomorphismus und
als solcher injektiv. Als injektiver Homomorphismus zwischen endlichen,
gleichméchtigen Mengen ist f bijektiv.

Wir zeigen zunichst, dass ¢ wohldefiniert ist, dass also g(a) € IF, fir alle
ae€Fp gilt Ista € Fp, so gilt a"" = a und somit
g(@)P = (a+aP)P =af +ar =aP ta= g(a).

Damit ist g(a) eine Nullstelle von X? — X, woraus g(a) € F, folgt. Fiir
a,b € F, gilt unter Verwendung des freshman’s dream

gla+b)=(a+b)+(a+b)l =a+al +b+0b" = g(a) + g(b),

sodass g ein Gruppenhomomorphismus ist. Zum Nachweis der Surjekti-
vitat betrachte, dass fiir a € F), gilt

g(a) =a+af =2a.

Wegen p > 3 ist 2 # 0, also ist 2 invertierbar und wir erhalten fiir
beliebiges a € F),

a=2-2"la=g(27 ).
[ Fira e 11:;2 gilt

P 2 2
=aP TP =aP g = aaP = aP! = h(a)

h(a)? = (a”“)

und somit wie oben k(a) € IFy. Ware h(a) = 0, so ware a = 0 im Wider-
spruch zua € IF;Z. Somit ist ii(a) € IF. Die Rechnung

h(ab) = (ab)P* = aPTpPT = h(a)h(b)

fir a,b € F”, zeigt, dass I ein Gruppenhomomorphismus ist. Zum Nach-
p

weis der Surjektivitit sei a € F; vorgegeben. Wir suchen dann ein b € IF;Z
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mit h(b) = a, d.h. mit b"*! = 4. Elemente mit dieser Eigenschaft sind
genau die Nullstellen des Polynoms X#*! — 4 € F,[X]. Sei daher ¢ € F,,
eine Nullstelle dieses Polynoms in einem algebraischen Abschluss FF), von
F,. Wegen

o (Cp+1)p71 S |

ist ¢ Nullstelle von X?*~! — 1. Die Nullstellen dieses Polynoms sind wie-
derum genau die Elemente von ]F;Z. Also liegt c in ]F;Z.

g J

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Herbst 2016, T3A3)

B Der Dritte Sylowsatz liefert sofort

ny | 8 = mnye {1,2,4,8}

und wegen 2 # 1 mod 7 und 4 # 1 mod 7 folgt ny € {1,8}.

[{ Ist ny = 1, so existiert nur eine 7-Sylowgruppe. Diese ist dann ein Normal-
ylowgrupp
teiler der Ordnung 7> und wegen 1 < 72 < |G| ist diese nicht trivial.

Da Konjugation mit einem Element einen Automorphismus von G de-
finiert, gilt |¢Pg~!| = |P| fiir beliebige ¢ € G, P € Syl,. Damit ist g - P
wiederum eine 7-Sylowgruppe, die Abbildung ist also wohldefiniert. Zu-
dem gilt fiir P € Syl,, ¢ € G, dass

e-P=ePe =P,
(gh)- P = (gh)P(gh)™" = ghPh'g" ' =g-(hPh™ ') =g-h-P.

Laut dem Zweiten Sylowsatz sind zudem je zwei Sylowgruppen zueinan-
der konjugiert. Sind also P, P’ € Syl,, so gibt es ein ¢ € G mit P’ = gPg~ !,
und damit liegen P’ und P in derselben Bahn — die Operation ist also
transitiv.

Fl Nehmen wir 77 = | Syl, | = 8 an. Die Operation liefert uns nach Propositi-
Ylz P p
on 1.15 einen Homomorphismus

¢: G — Per(Syl,) 2 Sg, ¢+ 1, mit T(P)=gPg "

Wir zeigen, dass der Kern dieses Homomorphismus ein nicht-trivialer
Normalteiler von G ist. Nehmen wir zundchst widerspruchshalber an,
dass ker ¢ = {e}. Dann wire ¢ injektiv. Der Homomorphismus ¢: G —
¢$(G) C Per(Syl,) wire damit ein Isomorphismus und G isomorph zu
einer Untergruppe von Per(Syl,). Das ist wegen 72 - 8 t 8! jedoch ein
Widerspruch zum Satz von Lagrange.
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Nehmen wir nun an, dass ker ¢ = G. Dann wire ¢(g) = idper(sy1,) fiir alle

Syly
¢ € G und damit 74(P) = P, also gPg~! = P fiir alle g € G und P € Syl,.
Damit miisste aber P ein Normalteiler von G sein - was wegen ny # 1

ausgeschlossen ist.

Insgesamt ist ker ¢ ein Normalteiler von G, der nicht-trivial ist, und G ist

nicht einfach.
_ J

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Herbst 2016, T3A4)

B Dader Nullring offensichtlich kommutativ ist, diirfen wir annehmen, dass
R #0.Seir € R*.Gédbe esn € IN, sodass " = 0,sowdre 1 =r~"-r" = 0.
Dies steht jedoch im Widerspruch zu R # 0. Also gilt > = 1 und somit
r~1 =7 fiir alle r € R*.

Seien nun x,y € R*. Dann gilt:

xy=x"ly t=(yx) =yx

[§ Nehmen wir an, dass x keine Einheit ist. Dann muss x" = 0 fiir ein n > 1
sein, denn im Fall x> = 1 wire x eine Einheit. Die geometrische Reihe
liefert nun

1—x" 1

1—x 1—x'

T+x+...+x" 1=

Insbesondere ist 1 — x eine Einheit.

@ Seien x,y € R. Sind x und y beides Einheiten, so vertauschen diese nach
Teil B]. Nehmen wir also an, dass 0.B.d. A. das Element y keine Einheit
ist. Nach Teil [§ ist dann 1 — y eine Einheit. Unter Verwendung von Teil
gilt also

x(1-y)=(1-y)x & x—xy=x—yx <& xy=yx.

& J

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Herbst 2016, T3A5)

Voriiberlequng: Erst bei Ordnung 6 finden wir mit S3 tiberhaupt eine nicht-
abelsche Gruppe. Aus anderen Aufgaben weifs man vielleicht noch, dass
ein Polynom dritten Grades, das nur eine reelle Nullstelle hat, diese Galois-
Gruppe hat. Ein Polynom, das eine abelsche Galois-Gruppe hat, ist das siebte
Kreisteilungspolynom mit Grad 6. Beachte nun noch, dass beide Polynome
gleichen Grad haben sollen, aber nicht irreduzibel sein miissen.

Definiere zunichst ¢ = (X + 3X + 3)2, dann ist g ein Polynom von Grad
6. Die Nullstellen von g stimmen mit denen von § = X® + 3X + 3 {iberein,
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sodass diese den gleichen Zerfillungskorper und die gleiche Galois-Gruppe
besitzen. Nun hat g genau eine reelle Nullstelle, denn wegen g(—1) = —1
und 3(0) = 3 existiert laut dem Zwischenwertsatz ein « € |—1,0[ mit
3(a) = 0. Hétte g eine weitere reelle Nullstelle, so miisste zwischen dieser
und a laut dem Satz von Rolle eine Nullstelle der ersten Ableitung g’ liegen.
Dies ist wegen § = 3X? + 3 unmoglich, da die Ableitung keine reellen
Nullstellen besitzt. Damit ist a die einzige reelle Nullstelle, die anderen
beiden Nullstellen bilden ein komplex-konjugiertes Paar 8,8 € C \ R.

Nun wissen wir, dass die Galois-Gruppe von g isomorph zu einer Untergrup-
pe von S3 ist. Ihre Ordnung entspricht dem Erweiterungsgrad des Zerfal-
lungskorpers von g tiber Q. Das Polynom g ist laut dem Eisensteinkriterium
2.26 mit p = 3, irreduzibel und damit wegen g(«) = 0 das Minimalpolynom
von «, sodass die Ordnung von Gal(g) Vielfaches von 3, also 3 oder 6 ist. Im
Ersteren Fall wire Q(a) C R bereits der Zerfallungskorper von g, was wegen
B € C\ R nicht moglich ist. Daher haben wir

Gal(g) = Gal(f) = Ss.

Betrachten wir nun das siebte Kreisteilungspolynom f = &7 mit grad f =
@(7) = 6. Die Nullstellen von g sind gegeben durch & fir k € {1,...,7} und

¢ = e?™/7_ Ferner wissen wir Gal(f) = Z/6Z aus Satz 3.18. Damit ist Gal(f)
zyklisch, also insbesondere abelsch.
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Prifungstermin: Frithjahr 2017

Thema Nr. 1
(Aufgabengruppe)

Aufgabe 1 — S. 77 12 Punkte

Sei L|Q eine endliche Galois’sche Korpererweiterung. Die Norm eines Elements
x € L sei gegeben als

UGGL‘Q
Zeigen Sie, dass N(x) € Q fiir alle x € L und N(xy) = N(x) - N(y) fiir alle
x,y € L.
[ Sei speziell L = Q[v/5]. Zeigen Sie, dass N(r + sv/5) = r*> — 55 fiir r,s € Q.

Betrachten Sie in L den Teilring Z[v/5] = {r +sv/5 | r,s € Z}. Zeigen Sie,
dass fiir x € Z[v/5] gilt, dass x genau dann eine Einheit in Z[/5] ist, wenn
N(x) € {1} gilt.

Zeigen Sie, dass 11 kein Primelement in Z[+/5] ist.

Aufgabe 2 — S. 78 12 Punkte
Betrachten Sie die Korpererweiterung L = Q(ﬁ, V24 \/?:) C C. Sei o« =

V243 € L.
Zeigen Sie, dass &« — /2 — V3 =12 gilt.

[§ Bestimmen Sie das Minimalpolynom von « iiber Q.
Bestimmen Sie das Minimalpolynom von « iber Q(/2).
] Bestimmen Sie G-

Aufgabe 3 — S. 80 12 Punkte
Zeigen Sie, dass es keine einfache Gruppe der Ordnung 300 gibt.

Hinweis Nehmen Sie an, es gébe so eine Gruppe und lassen Sie diese auf ihren
5-Sylowgruppen operieren.



74 3 Algebra: Aufgabenlésungen nach Jahrgdngen

Aufgabe 4 — S. 81 12 Punkte
Sei N € N eine nattirliche Zahl N > 3.

B Zeigen Sie: Gilt 2N=1 £ 1 mod N, ist N keine Primzahl.

[ Zeigen Sie, dass die Umkehrung der Aussage nicht gilt, indem Sie das Beispiel
N = 341 = 11 - 31 betrachten.

Aufgabe 5 — S. 81 12 Punkte

Es seien p eine Primzahl, IF, ein algebraischer Abschluss des endlichen Korpers
IF, mit p Elementen. Fiir r € N bezeichne FF,» C [F, den Zwischenkorper mit p”
Elementen. Zeigen Sie

Bl Ist n € N und A eine (n x n)-Matrix mit Koeffizienten in F,, sodass das
charakteristische Polynom x 4 von A irreduzibel iiber IF, ist, so ist A iiber dem
Korper [Fyn diagonalisierbar.

[} Fir p = 5 ist die Matrix
-1 3 -1
A=(0 0 1
1 0 0

nicht tiber [F155 diagonalisierbar, aber tiber [Fys.

Thema Nr. 2
(Aufgabengruppe)
Aufgabe 1 — S. 82 12 Punkte

Wie viele Elemente der Ordnung 11 gibt es in einer einfachen Gruppe der Ord-
nung 6607? )

Aufgabe 2 — S. 83 12 Punkte

B Sei G eine multiplikativ geschriebene Gruppe der Ordnung 7 und g € G.
Weiter gelte ¢"/P # 1 fiir jeden Primteiler p von n gilt. Zeigen Sie: g erzeugt G.

[§ Zeigen Sie: 4*" =1+ 3”1 mod 32 fiir alle m > 0.

Zeigen Sie, dass die Restklasse von 2 fiir jedes e > 1 die Einheitengruppe des
Rings Z/3°Z. erzeugt.
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Aufgabe 3 — S. 84 12 Punkte
Sei K ein endlicher Korper mit seiner multiplikativen Gruppe (K*, -)und sei weiter
H = {a? | a € K*}. Zeigen Sie:

H ist eine Untergruppe von (K*,-),

[ H = K%, falls charK = 2,

H hat Index 2 in K*, falls char K > 2.

Aufgabe 4 — S. 85 12 Punkte
Sei f = X3 42X +2 € Q[X] und sei & € C eine Nullstelle von f.

Zeigen Sie: {1,a,a?} eine Basis des Q-Vektorraums Q(«) ist.

[} Schreiben Sie (« +1)~! als Linearkombination mit rationalen Koeffizienten
beziiglich dieser Basis.

Aufgabe 5 — S. 85 12 Punkte

Sei K|Q eine Galois-Erweiterung vom Grad 55 mit nicht-abelscher Galois-Gruppe.
Zeigen Sie: Es gibt genau einen echten Zwischenkorper L von K|Q, sodass L|Q
eine Galois-Erweiterung ist. Bestimmen Sie [L : Q].

Thema Nr. 3
(Aufgabengruppe)

Aufgabe 1 — S. 86 12 Punkte
Sei K ein Korper der Charakteristik p > 0 und sei

G =SL,(K) = {A € Mat(n x n,K) | detA =1}

die Gruppe der invertierbaren (n x n)-Matrizen mit Eintrdgen aus K und Deter-
minante 1. Wir betrachten die Abbildung

F: Mat(n x n,K) — Mat(n x n,K), F((a;;)) = (af;)

Zeigen Sie F(G) C G und dass Fig: G — G ein Homomorphismus von Gruppen

ist. Folgern Sie daraus, dass H = {g € G | F(g) = g} eine Untergruppe von G ist,
und bestimmen Sie diese Untergruppe.
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Aufgabe 2 — S. 87 12 Punkte

Man zeige:

Bl Ss hat genau sechs 5-Sylowuntergruppen.

[ S¢ hat eine zu Ss isomorphe und transitiv auf {1,2,3,4,5,6} operierende
Untergruppe.

Se hat zwei zu S5 isomorphe Untergruppen, die nicht zueinander konjugiert
sind.

Aufgabe 3 — S. 90 12 Punkte
Sei R = Z[v/—3] und S = Z]i] = Z[v/—1]. Man zeige, dass es keinen Ringhomo-
morphismus ¢: R — S gibt.

Hinweis Ringhomomorphismen R — S bilden definitionsgemaf$ 1z auf 1g ab.

Aufgabe 4 — S. 90 12 Punkte

Sei K ein Korper, n > 1 und p4(X) € K[X] das Minimalpolynom einer Matrix
A € Mat(n x n,K). Sei f(X) € K[X] ein Polynom, das zu p4(X) teilerfremd ist.
Man zeige, dass die Matrix f(A) invertierbar ist.

Aufgabe 5 — S. 91 12 Punkte

Sei K ein endlicher Korper mit 4 Elementen. Man zeige, dass das Polynom
X? 4+ X + 1 genau dann irreduzibel {iber K ist, wenn g = —1 mod 3.
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Losungen zu Thema Nr. 1

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Friihjahr 2017, T1A1)

B Seit e Gpjq, dann ist TGy g = Gy und es gilt fiir jedes x € L, dass

T(N(x))=f( [1 0(?6)) = [[ (c(x) =

(TEGL‘Q (TGGL‘Q
= J] ox)= J] o(x)=N(x).
cetGrg LSS

Da 7 beliebig aus G| war, wird N(x) von der gesamten Gruppe Gy |q
fixiert, d.h. N(x) liegt im Fixkorper LOUQ = Q. Sei zusitzlich y € L,

dann gilt
N(xy)= [ cley) = [] ox)-o(y) =
UEGL‘Q U'GGL‘Q
- ( I1 a(x)) ( I1 a(y)) — N(x)- N(y).
U'EGL‘Q O'EGL‘Q

Das Minimalpolynom von /5 iiber Q ist f= X2 — 5, denn dieses Poly-
nom ist normiert, irreduzibel nach Eisenstein und hat v/5 als Nullstelle.
Daraus folgt

|Griol =[L:Q] =grad f =2

sowie, dass {1, V5 } eine Q-Basis von L ist. Jedes Element in L hat also eine
Darstellung als r + sv/5 fiir gewisse 1,5 € Q. Sei GL|Q = {idy,c}. Da ein
Q-Automorphismus eine Nullstelle von f wieder auf eine Nullstelle von
f abbilden muss, muss ¢(v/5) € {4+/5} gelten. Da {1,1/5} eine Q-Basis
von L ist, wird ¢ durch das Bild ¢(v/5) bereits eindeutig bestimmt. Im
Fall ¢ # id; muss daher (7(\/5) = —+/5 sein. Damit haben wir:

N(r+sV5) = I 7(r 4 sv5) = idy (r + sV5) - o(r + sV5) =

TGGL‘Q

= (r+5sv5)(r —sV5) = r*> — 552,

B ,=“:Seixe Z[\/E]X, dann gibt es ein y € Z[\@] mit xy = 1 und man
berechnet
b| a

1= N(1) = N(xy) = N(x)-N(y).
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Da x = r+sv5 mit r,s € Z, ist N(x) = r2 — 552 eine ganze Zahl. Also
zeigt obige Gleichung, dass N(x) € Z* = {£1}.

,<=": Sei umgekehrt N(x) € {1} fiir x = r +5v/5 € Z[\/5] vorausgesetzt,
dann folgt aus

+1=N(x) = (r +sV5)(r —sV5),

dass y = +(r — s1/5) das multiplikative Inverse von x in Z[+/5] ist. Insbe-
sondere gilt x € Z[/5]*.

] Wire 11 ein Primelement in Z[v/5], so wiirde aus der Gleichung
11=16-5=(4+5)- (4 —5)

folgen, dass 11 ein Teiler von (4 ++/5) oder (4 — v/5) ist. Gébe es allerdings
ein x € Z[v/5] mit 11x = 4 & /5, so liefert Anwenden der Norm:

1
11 =N(4+Vv5) = N(11x) = N(11) - N(x) = 112-N(x) & N(x) = T
Dies widerspricht jedoch N(x) € Z. Also kann 11 kein Primelement in
Z[/5] sein.
. J

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Friihjahr 2017, T1A2)

B Wir berechnen zunichst:

(u—ﬁ)zzaz—Zaﬁ—f—(Z—\@) =

:(2+\/§)—2\/(2+\/§)(2—\/§)+(2—\/§):
= 2-V1+4=2

Aus der Rechnung folgt & — /2 — v/3 € {£/2}. Wegen
\/2—\/§<\/2+\/§ S 0<\/2+\/§—\/2—\/§
istw — 2+ V3= v2.

[§ Wir rechnen wieder:

=243 = (i2-2%=3 & a*—4®+1=0
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Somit ist f = X* — 4X? + 1 unser Kandidat fiir das Minimalpolynom von
a iiber Q. Sei ¢ das Minimalpolynom, dann folgt aus f(a) = 0 schon
mal ¢ | f und damit grad ¢ < 4. Wir zeigen nun grad ¢ = 4, indem wir
[Q(a) : Q] > 4 nachweisen. Es sind dann ndmlich f und ¢ normierte
Polynome gleichen Grades, sodass aus g | f bereits ¢ = f folgt.

Bemerke zunichst

v-\/2—vV3=1 = 2-V3=ua"1ecQ()

W =2+V3 = V3=4>-2€Q(a)

Aus Teil B folgt auBerdem /2 € Q(a). Wir haben somit Q(v/2) C Q(«)
und Q(v/3) C Q(a). Wegen [Q(v/2) : Q] = 2 folgt aus der Gradformel,
dass [Q(«) : Q] von 2 geteilt wird. Ware [Q(«) : Q] = 2, so hitten wir

Jedoch ist /3 ¢ Q(ﬁ), denn sonst gébe es r,s € Q mit V3 =r+sV2
und es wiirde folgen

3= (r+sv2)? =r* 425> +2rsV2.

Die lineare Unabhingigkeit von 1 und v/2 iiber Q beschert uns 2rs = 0.
Im Fall s = 0 hitten wir 3 = 2, obwohl 3 kein Quadrat in Q ist, und im
Fall r = 0 hitten wir 3 = 252, obwohl % kein Quadrat in Q ist. Daher kann
nicht [Q(«) : Q] = 2 sein, sondern der Erweiterungsgrad muss mindestens
gleich dem néchst groieren Vielfachen von 2, namlich 4, sein.

[ Sei i das Minimalpolynom von « {iber Q(+/2). Mit den Ergebnissen aus
Teil [ haben wir

Ol _ QWw:Q _4_
grad b = Q) : QU = PR =5 =2

Ein passendes Polynom von Grad 2 liefert uns die Gleichung aus Teil B:

a—%zﬁ = vcz—\thx—lzo.

Esist daher h = X2 — v2X — 1.
Bl Natiirlich ist L = Q(a). Wegen |G| = [L : Q] = 4 ist Gy g = Z/4Z
oder Gy = Z/2Z x Z/27. Wire Gy g = Z/4Z, so hitte Gy g nur genau

eine Untergruppe von Index 2 und damit die Erweiterung L|Q nur genau
einen quadratischen Zwischenkorper. Wir haben allerdings in Teil [§
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gesehen, dass L|Q mit Q(v/2) und Q(+/3) mindestens zwei verschiedene
quadratische Zwischenkorper besitzt. Folglich ist Gy q = Z/2Z x Z/2Z.

Méchte man die Automorphismen in Gy |q explizit bestimmen, so kann
man das mithilfe des Fortsetzungssatzes tun: Ein Q-Automorphismus
von L = Q(«) muss a wieder auf eine Nullstelle des Minimalpolynoms
f abbilden. Die vier Automorphismen von Gy g sind daher anhand der
Abbildungsvorschriften

dia—a, o07:0— —a, (Tzzvcn—>\/2—\@, (73:0(»—>—\/2—\/§

eindeutig bestimmt.

. J

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Friihjahr 2017, T1A3)

Sei G eine Gruppe der Ordnung 300 = 22-3-5% und vs die Anzahl ihrer
5-Sylowgruppen. Laut dem Dritten Sylowsatz gilt dann

vs| (22-3) = ws€{1,2,3,4,6,12},

sowie 15 = 1 mod 5, was v5 € {1,6} liefert. Angenommen, G wire eine
einfache Gruppe. Dann muss v5 # 1 sein, denn in diesem Fall ware die
einzige 5-Sylowgruppe ein nicht-trivialer Normalteiler. Folglich muss vs = 6
sein. Lassen wir nun G mittels

G x Syls — Syl;, (g, P) — ng_1

auf der Menge seiner 5-Sylowgruppen Syl operieren, so liefert dies laut
Proposition 1.15 (1) einen Homomorphismus ¢: G — Sg.

Wire ker¢p = {e}, so wire ¢ injektiv und wir hitten G = ¢(G) C Sq.
Nach dem Satz von Lagrange miisste insbesondere |G| = 300 ein Teiler von
[Se| = 720 sein.

Wire ker ¢ = G, so wire der Homomorphismus ¢ trivial, d.h. ¢(g) = id
fir alle ¢ € G, was gleichbedeutend zu gPg~! = P fiir alle ¢ € G und alle
6-Sylowgruppen P ist. Das ist jedoch gerade die Bedingung dafiir, dass P ein
Normalteiler von G ist, was wiederum unmoglich ist, da G einfach ist.

Es bleibt nur, dass ker ¢ # {e} und ker ¢ # G. Dies zeigt aber, dass ker ¢ ein
nicht-trivialer Normalteiler von G ist. Widerspruch dazu, dass G einfach ist.
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Losungsvorschlag zur Aufgabe (Friihjahr 2017, T1A4)

Bl Wir zeigen die Aussage per Kontraposition. Sei p > 3 eine Primzahl, dann
hat die Einheitengruppe (Z/pZ)” die Ordnung ¢(p) = p — 1. Wegen
p > 3 ist 2 teilerfremd zu p, sodass 2 eine Einheit modulo p ist, und aus
dem Kleinen Satz von Fermat folgt

2P"1=1 mod p.
[ Laut dem Chinesischen Restsatz ist die Abbildung

¢: 2337 21172 %x2317, a~ (a mod1l, a mod 31)

ein Isomorphismus. Es gentigt daher zu zeigen, dass 2°** = 1 mod 11 und
2340 = 1 mod 31. Dies rechnen wir nach:

2340 (210)34 g 1 mod 11

2340 _ 330 510 % 1-(32)*=1-1=1 mod 31

- J

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Friihjahr 2017, T1A5)

B Seia ¢ E eine Nullstelle von x4, dann ist x4 als irreduzibles und
normiertes Polynom das Minimalpolynom von « iiber IF,. Es folgt

[F,(a):Fy] = grad x4 = n,

sodass IFy(a) = IFyn. Aus dem Kapitel {iber endliche Korper ist bekannt,
dass IFn|F, eine normale Erweiterung ist, daher folgt aus a € IFpn fiir die
Nullstelle a von x 4, dass x 4 tiber Fyn in Linearfaktoren zerfdllt. Zudem
ist die Erweiterung IF«|[F, nach Proposition 3.12 separabel, weswegen
X4 nur einfache Nullstellen in IF,» hat. Da die geometrische Vielfachheit
jeweils hochstens gleich der algebraischen Vielfachheit ist, miissen sie in
diesem Fall bereits gleich sein und alle Voraussetzungen dafiir, dass A
diagonalisierbar tiber I[F» ist, sind erfiillt.

[} Wir berechnen zunéchst das charakteristische Polynom von A:
-1-X 3 -1
Xa = det 0 -X 1 |=
1 0 -X
= -X*(X+1)+3-X=-X-X*-X+3.




82 3 Algebra: Aufgabenlésungen nach Jahrgdngen

Man sieht, dass 1 eine Nullstelle dieses Polynoms ist. Mittels Polynomdi-
vision gewinnt man

xa=—(X—-1)(X?+2X+3).

Der zweite Faktor hat in [F5 keine Nullstellen und ist deswegen in F5[X]
irreduzibel. Nehmen wir an, A ist iiber [F1p5 diagonalisierbar. Dann zerfallt
x4 Uber Fqp5 in Linearfaktoren. Sei a € [Fq,5 eine Nullstelle des zweiten
Faktors. Es gilt dann fiir den Zwischenkorper Fs(a)

[]F5({Il) : ]F5] =2 teilt 3= [IF125 : ]F5],

was einen Widerspruch bedeutet. Andererseits zerfallt x4 tiber [Fp5 in
Linearfaktoren: Sei a € F5 eine Nullstelle des zweiten Faktors. Dann ist
F5(a) ein Koérper mit 25 Elementen, also ist IF5(a) = [Fp5. Da Erweiterun-
gen vom Grad 2 stets normal sind, zerféllt also der zweite Faktor (und
damit x 4) tiber [Fy5 in Linearfaktoren.

Das charakteristische Polynom x 4 hat keine doppelten Nullstellen, denn
im zweiten Faktor tritt 1 nicht als Nullstelle auf und da IF»s5|IF5 separabel
ist, ist auch a keine doppelte Nullstelle. Aus analoger Argumentation
wie in Teil B stimmen also fiir alle Eigenwerte die algebraische und
geometrische Vielfachheit tiberein und A ist tiber [Fy5 diagonalisierbar.

Losungen zu Thema Nr. 2

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Friihjahr 2017, T2A1)

Sei G eine einfache Gruppe mit |G| = 660 = 11-5-22 3. Jedes Element
der Ordnung 11 von G erzeugt eine Untergruppe der Ordnung 11, also eine
11-Sylowgruppe P. Nehmen wir an, es gibt eine weitere 11-Sylowgruppe P’
mit g € P, so folgt daraus P = (g) C P’ und da P und P’ gleiche Ordnung
haben, erhalten wir P = P’. Das bedeutet, jedes Element der Ordnung 11
liegt in genau einer 11-Sylowgruppe. Wir bestimmen daher nun die Anzahl
v11 der 11-Sylowgruppen von G.

Nach dem Dritten Sylowsatz ist v47 | 5 - 22 .3 und daher
v € {1,2,3,4,5,6,10,12,15,20,30,60}.

Die zweite Bedingung v1; = 1 mod 1 liefert v; € {1,12}. Wére 117 = 1, so
wire die 11-Sylowgruppe ein Normalteiler von G, was nicht moglich ist, da
G laut Voraussetzung eine einfache Gruppe ist, also keinen nicht-trivialen
Normalteiler besitzt. Somit muss v1; = 12 gelten.
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Da in jeder 11-Sylowgruppe das Neutralelement sowie 10 Element der Ord-
nung 11 liegen, besitzt G insgesamt

1210 =120

Elemente der Ordnung 11.
& J

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Friihjahr 2017, T2A2)

Wir zeigen, dass ord ¢ = n, denn dann ist |(g)| = ord ¢ = n, sodass aus
(g) € G bereits G = (g) folgen muss.

Wir wissen, dass ord g ein Teiler der Gruppenordnung n sein muss. An-
genommen, es ist ord g ein echter Teiler, d.h. es gibt ein k > 2 mit
n = k-ordg. Wegen k > 2 hat k einen Primteiler p und wir haben

% = % -ord g, wobei % eine ganze Zahl ist. Es folgt

im Widerspruch zur Voraussetzung.

[ Wir zeigen die Aussage stupide durch vollstandige Induktion tiber .

Induktionsanfang m = 0: Es gilt 4" — 41 = 1431, also ist die Aussage fiir
diesen Fall erfiillt.

Induktionsschritt m +— m + 1: Nach Induktionsvoraussetzung gibt es ein
k € Z mit

43m =1 4 3m+1 4 k3m+2‘

Unter Verwendung von (a + b)® = a® + 3ab + 3ab? + b® berechnet man
nun

3" (1+3m+1 4 k3mt2)3 =

2 3
+3(1 43" )2 k32 4 3(1 4+ 3m) - (k372) 4 (k32 =
= (1+3"1)% mod 3"*3.
Und der Spaf$ geht noch weiter:
2 3
(1 +3m+1)3 = 13 +3 . 3m+1 +3 . (3m+1) + (37’1-‘1-1) =

=143""2 mod 3"*3.
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Insgesamt also 43" = 1 + 3"*2 mod 3"+3, wie gewiinscht.

Die Einheitengruppe (Z/3¢Z)” ist eine Gruppe der Ordnung ¢(3°) =
2- 3¢~ Wir wollen nun Aufgabenteil B mit n = 2 - 3°~! anwenden und
berechnen daher:

e=A

213 =227 =47 21431 £1 mod 3¢
Um auch 2"/2 # 1 mod 3¢ zu sehen, betrachten wir 2"/? zunichst modu-

lo 3:

/2 — 93! = (—1)3H =-1=2 mod3
Dabei ging ein, dass 3¢~1 immer ungerade ist. Wéare nun 21/2 = 1 mod 3¢ ,
so wire insbesondere 2"/2 = 1 mod 3 im Widerspruch zur obigen Rech-
nung, also ist 2"/ # 1 mod 3.
Anwendung von Teil [ liefert nun (2) = (Z/3°Z7)".

g J

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Friihjahr 2017, T2A3)

Bl Bei H handelt es sich um das Bild der Abbildung 7: KX — H,a + a*. Da
Bildmengen von Homomorphismen stets Untergruppen sind, folgt die
Aussage aus der Gleichung

7(ab) = (ab)? = a*b* = t(a)T(b) fiira,b € K*.
Alternative: Man kann die Untergruppen-Eigenschaften auch direkt priifen.
[} Sei T wie in Teil B definiert. In Charakteristik 2 gilt
ackert & *=1 & ®2-1=0 & (@-1)?=0 & a=1

Also ist der Kern von 7 trivial und 7 ist eine Bijektion zwischen K* und
H. Daraus folgt insbesondere |H| = |K*| und zusammen mit H C K*
ergibt dies H = K*.

Ist char K > 2, so gilt —1 # 1 und wir erhalten
i*=1 & a?-1=0 < @+1)@-1)=0 < ac{l,-1}.
Damit ist ker T = {£1} und der Homomorphiesatz liefert

KAy = IH & K] =2/H].




Priifungstermin: Frithjahr 2017 85

Dies ergibt

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Friihjahr 2017, T2A4)

B Das normierte Polynom f ist laut dem Eisensteinkriterium mit p = 2 irre-
duzibel, also das Minimalpolynom von a. Wir zeigen nun, dass {1,«,a?}
ein linear unabhingiges Erzeugendensystem von Q(«) ist.

Zum Nachweis der linearen Unabhingigkeit nehmen wir an, es gibt
ag,a1,a; € Q mit apa® + aja + ag = 0. Wire a; # 0 oder ap # 0, so wire
g = X% + a1 X + ag ein Polynom vom Grad < 2, das die Nullstelle «
hat — im Widerspruch dazu, dass f das Minimalpolynom von « ist. Aus
a1 = a = 0 und der Gleichung folgt auch a9 = 0 und somit die lineare
Unabhingigkeit von {1, &, a?}.

Jedes Element § € Q(«) hat die Form B = g(«) fiir ein Polynom g € Q[X].
Division mit Rest von g durch f liefert ¢ = fq + h fiir Polynome g,h €
Q[X] mit grad h < 2. Schreibe i = a, X2 + a1 X + ay, so gilt

B = f(a)q(a) + h(a) = h(x) = aza® + aya + ag

und B ist eine Q-Linearkombination von {1,«,«?}. Damit ist {1,«,a?} ein
Erzeugendensystem von Q(«).

[ Es gilt:
0=fa) & 1=a>+22+3 < 1= (a+1)(a®>—a+3)

=a®—a+3

a+1

Alternative: Der Ansatz (aa® + aja + ag)(a + 1) = 1 mit rationalen Koef-
fizienten ag, a1, ap € Q liefert aufgrund der linearen Unabhingigkeit von
1, &, &2 ein lineares Gleichungssystem fiir ag, a1, a2, das gelost werden kann.

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Friihjahr 2017, T2A5)

Sei Gg|q die Galois-Gruppe der Erweiterung K|Q. Laut Angabe hat diese
die Ordnung 55 = 5-11. Gemafs dem Hauptsatz der Galois-Theorie kor-
respondieren die Zwischenkorper der Erweiterung K|Q eindeutig zu den
Untergruppen der Galois-Gruppe und fiir einen Zwischenkorper L ist L|Q
genau dann normal (und somit galoissch), wenn die zugehorige Untergruppe
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ein Normalteiler von Gg|q ist.

Da die Ordnung einer Untergruppe von Gg|q laut dem Satz von Lagrange
ein Teiler von 55 sein muss, kommen fiir nicht-triviale Untergruppen nur
die Ordnungen 5 oder 11 in Betracht. Bei diesen Untergruppen handelt es
sich genau um die Sylowgruppen von Gg|q, sodass wir ihre Anzahl mit dem
Dritten Sylowsatz bestimmen kénnen.

Aus diesem folgt, dass Gg|q genau eine 11-Sylowgruppe Pi; hat, die deshalb
ein Normalteiler ist. Laut der Vorbemerkung ist fiir den korrespondierenden
Zwischenkorper L die Erweiterung L|Q galoissch und es gilt

55
[L:Q] = (Gkg:Pn) = ="
Aufierdem kann Gy|q eine oder elf 5-Sylowgruppen besitzen. Nehmen wir
zundchst an, dass es nur eine 5-Sylowgruppe P5 gibt. Diese wire dann ein
Normalteiler von GK‘Q. Da ferner die Ordnungen von Pj; und Ps teilerfremd
sind, haben diese trivialen Schnitt und die Ordnung des Komplexprodukts ist

|Ps| - | P11

PsPy| = 75—
| | |Ps N Py

=5.11,

was P5Pj; = GK‘Q impliziert. GK|Q ist also inneres direktes Produkt von Ps
und Pj; und daher isomorph zu Ps X Pj;. Nun sind Ps5 und Py als Gruppen
von Primzahlordnung jedoch zyklisch, also ist ihr Produkt abelsch — Wider-
spruch zur Voraussetzung, dass G|q eine nicht-abelsche Gruppe ist. Somit
ist keine der 5-Sylowgruppen ein Normalteiler von Gy g und es gibt keine
weitere normale Zwischenerweiterung.

. J

Losungen zu Thema Nr. 3

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Friihjahr 2017, T3A1)

Sei A = (a;;) € G eine Matrix, dann ist zu zeigen, dass det F(A) = 1 erfdllt
ist. Dazu verwenden wir die Leibniz-Formel fiir die Determinante:

n n 4
detF(A) =Y sgno[]d’ o) = Y sgno (Hfli,a(i)>
i=1 i=1

oESy oESy

Ist p > 2, so ist p ungerade und es gilt (sgn 0)? = (£1)? = (£1) =sgn o
fur alle o € S;,. Falls p = charK = 2, so ist 1 = —1 in K und es gilt ebenfalls
(sgn 0)? = sgn 0. Zusammen mit freshman’s dream kann man den Ausdruck
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von oben also weiter zu
n p
detF(A) = ) _ (sgn a)pHan(i) = ( Y sgn aHal oli > (det AP =1
oES, i=1 €S,

umschreiben. Sei nun B = (b;j) € G eine weitere Matrix, dann gilt

" p
= <<k2 aikbk]) ) (Z aZ{be) = F(A) - F(B),
=1

also definiert F tatsachlich einen Gruppenhomomorphismus G — G.

Wir zeigen als Nachstes, dass H eine Untergruppe von G ist. Sei dazu
Ey, = (J;;) mit dem Kronecker-Delta d;; (also 6;; = 0, falls i # jund 6;; = 1,
falls i = j) die Einheitsmatrix, dann ist

F(En) = (6f) = (6) = En,
sodass [E,, € H. Falls A, B € H sind, so ist auch
F(AB)=F(A)-F(B)=A"B,
da F ein Homomorphismus ist. In gleicher Weise erhilt man
F(A Y)Y =F(A)1=A"1

Dies zeigt, dass mit A und B auch A - B sowie A~! in H liegen. Insgesamt

haben wir damit gezeigt, dass H eine Untergruppe von G ist. Es gilt nun
AeH & FA)=A & af =agfirale(ij) e {1,...,n)?

also sind alle Koeffizienten von A Nullstellen des Polynoms X? — X € K[X].

Aus dem Kapitel tiber endliche Korper ist bekannt, dass die Nullstellenmenge
dieses Polynoms genau der Primkorper P = IF), von K ist.

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Friihjahr 2017, T3A2)

Sei vs5 die Anzahl der 5-Sylowgruppen von Ss, dann liefert der Dritte
Sylowsatz, dass

5| (22-3) = u5€{1,23,4,6,812,24}

und mit der zusétzlichen Bedingung v5 = 1 mod 5 bleibt nur vs € {1,6}.
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Angenommen, es wiére v5 = 1, dann gdbe es nur eine 5-Sylowgruppe in
S5, bestehend aus id und 4 Elementen der Ordnung 5. Jedoch ist jeder
5-Zykel ein Element der Ordnung 5 und davon gibt es nach der Formel

von Seite 60 genau
(g) 5-1)=4!=24

Da jedes davon in einer 5-Sylowgruppe liegt, muss es mehr als eine
Sylowgruppe geben. Es bleibt daher nur v5 = 6.

[ Wir lassen S5 per Konjugation auf der Menge Syl seiner 5-Sylowgruppen
operieren. Dies liefert gemafS Proposition 1.15 (1) einen Homomorphismus

¢: S5 — Se.

Wir zeigen nun, dass ¢ injektiv ist, denn dann ist S5 = ¢(S5) und da
S5 laut dem Zweiten Sylowsatz transitiv auf Syl; operiert, operiert ¢(Ss)
transitiv auf {1,...,6}.

Sei o € ker¢, dann gilt oPo~! = P fir alle P € Syls, d.h. ¢ liegt in
N Pesyl, Ng, (P), dem Schnitt iiber alle Normalisatoren. Laut 1.17 gilt

1S5 120
Ns.(P)| = == =20
INs; (P)l |S5(P)| 6

fir alle P € Syls, wobei wir verwendet haben, dass S5 transitiv auf
Syls operiert und deshalb fiir die Bahn |S5(P)| = v5 = 6 gilt. Wegen
ker¢ C N, (P) muss daher | ker ¢| ein Teiler von 20 sein.

Angenommen, |ker ¢| wird von 5 geteilt, dann gibt es nach dem Nullten
Sylowsatz 1.26 ein Element der Ordnung 5 in ker ¢, also einen 5-Zykel.
Da ker ¢ ein Normalteiler ist, miisste ker ¢ dann die gesamte Konjuga-
tionsklasse dieses 5-Zykels enthalten, also alle 5-Zykel. Wir haben oben
gesehen, dass deren Anzahl 24 ist. Wegen | ker ¢| < 20 konnen diese also
nicht alle in ker ¢ enthalten sein. Also wird | ker ¢| nicht von 5 geteilt und,
da | ker ¢| ein Teiler von 20 ist, haben wir [N| < 4.

Analog liefert die Annahme, dass | ker ¢| von 2 geteilt wird, dass ker ¢
einen 2-Zykel oder eine Doppeltransposition und damit alle Permutatio-
nen diesen Zerlegungstyps enthalten muss. Davon gibt es aber

(- o 10)0)-

also ebenfalls zu viele. Es bleibt also nur noch |ker¢| =1, d.h. ker¢p =

{id}.
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Betrachte die Untergruppe
u:{U€S6|U(6):6}gS5.

Angenommen, es gibt ein T € Sg mit ¢(Ss) = TUT L. Sei a = 7(6), dann
wiirde fiir alle Elemente tot ! € TUT ! = ¢(S5) gelten, dass

ot 1 (a) = 1p(6) = T(6) = a.

Dies widerspricht aber der Tatsache, dass ¢(Ss) transitiv auf {1,...,6}
operiert, es also beispielsweise ein ¢ € ¢(S5) mit 1(6) = 1 geben muss.




90 3 Algebra: Aufgabenlésungen nach Jahrgdngen

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Friihjahr 2017, T3A3)

Angenommen, es gibt einen Ringhomomorphismus ¢: Z[\/—3] — Z][i]. Aus
$(1) = 1 folgt zundchst induktiv, dass ¢(m) = m fiir alle m € Z. Sei nun
¢ = ¢(v/—3), dann gilt

2
¢ =9(V=3)" =9(V=3) = ¢(-3) = -3.
Wegen ¢ € Z[i] gibt es a,b € Z mit { = a + ib, sodass
—3 = (a+ib)? = a® — b + 2abi.

Da —3 eine reelle Zahl ist, muss der Imaginérteil verschwinden, sodass
2ab = 0 sein muss, d.h. 4 = 0 oder b = 0. Falls ¢ = 0, so wird obige
Gleichung zu —3 = —b?. Diese Gleichung hat jedoch keine ganzzahlige
Losung. Genauso wiirde man fiir b = 0 die unsinnige Gleichung —3 = a2
erhalten.

Der Widerspruch zeigt, dass es ein solches Element ¢ in Z[i] und damit auch
den Homomorphismus ¢: Z[v/—3] — Z[i] nicht geben kann.

. J

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Friihjahr 2017, T3A4)

Da pus und f teilerfremd sind, existieren laut dem Lemma von Bézout
Polynome g, h € K[X], sodass

gha+ fh=1

erftillt ist. Setzen wir die Matrix A in diese Gleichung ein, so erhalten wir

Eyn = g(A)ua(A) + f(A)R(A) = f(A)h(A)

wegen 1a(A) = 0. Somit ist f(A)~! = h(A) und f(A) ist insbesondere
invertierbar.
& J
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Losungsvorschlag zur Aufgabe (Friihjahr 2017, T3A5)

Sei f = X2+ X +1 € F;[X]. Ist g eine Potenz von 3, ist char K = 3, sodass
f(1) = 0. Insbesondere ist f nicht irreduzibel tiber IF; fiir char K = 3 bzw.
g =0 mod 3.

Fiir char K # 3 hat man f(1) = 3 # 0, sodass 1 in diesem Fall keine Nullstelle
ist. Inspiriert von Satz 3.17 (2) hat man jedoch die Gleichung

X-1=(X-1)(X2+X+1),

denn f ist das dritte Kreisteilungspolynom. Ist f also reduzibel, so gibt es
eine Nullstelle 2 € F, von f, fiir die somit 4> = 1 gelten muss. Daraus
folgt, dass die Ordnung von a in [F;* ein Teiler von 3 ist. Wegen a # 1 muss
tatsdchlich ord a = 3 sein.

Ist umgekehrt 2 € F ein Element der Ordnung 3, so gilt
0=a*-1=(@—-1)(@®+a+1)

und wegen a # 1 ist f(a) = 0. Wir haben also gezeigt, dass f genau dann
reduzibel iiber F; ist, wenn es ein Element der Ordnung 3 in F gibt. Da
F; eine zyklische Gruppe ist, ist dies genau dann der Fall, wenn 3 die
Gruppenordnung g — 1 teilt, was

g—1=0 mod3 & g=1 mod3

bedeutet. Zusammenfassend:

»~=":Sei f irreduzibel tiber IF;, dann muss g # 0 mod 3, denn sonst hétte f
wie ganz zu Beginn gesehen die Nullstelle 1 und wére somit reduzibel. Ware
g = 1 mod 3, so wire f nach der Aquivalenz oben ebenfalls reduzibel. Es
bleibt daher nur g = —1 mod 3.

,<": Sei umgekehrt ¢ = —1 mod 3, dann ist insbesondere char K # 3 und
die Aquivalenz oben liefert, dass f irreduzibel tiber I, ist.
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Priiffungstermin: Herbst 2017

Thema Nr. 1
(Aufgabengruppe)

Aufgabe 1 — S. 96 (8 Punkte)

Sei K ein endlicher Korper. Zeigen Sie, dass das Produkt aller Elemente # 0 in K
gleich —1 ist.

Aufgabe 2 — S. 96 (10 Punkte)

Sei R ein kommutativer unitérer Ring, der den endlichen Korper [F, enthilt.
Zeigen Sie, dass die Abbildung F: R — R, F(x) = x? ein Ringhomomorphismus
ist. Geben Sie je ein Beispiel fiir solch einen Ring an, fiir den F: R — R

B ein Isomorphismus,

[ kein Isomorphismus

ist (mit Begriindung).

Aufgabe 3 — S. 97 (14 Punkte)

Man zeige, dass keine zwei der folgenden Gruppen zueinander isomorph sind:

B Die Einheitengruppe von Z/13Z,
[ die Einheitengruppe von Z/287,
die alternierende Gruppe A4 und
] die Diedergruppe Dy (Symmetriegruppe des reguldren 6-Ecks).

Aufgabe 4 — S. 98 (14 Punkte)
Sei w = _1%“/5 € C. Wir betrachten die Abbildung

f:Q[X] -C, P+~ P(w).
Diese ist ein Ringhomomorphismus (das brauchen Sie nicht zu zeigen).

Bl Bestimmen Sie die Dimension des Bildes von f als Q-Vektorraum.
[} Bestimmen Sie den Kern von f.

[ Untersuchen Sie, ob der Kern von f ein maximales Ideal in Q[X] ist.
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Aufgabe 5 — S. 98 (14 Punkte)

Sei K = C(t) der Quotientenkorper des Polynomrings C[t] und P(X) = X3 —
2tX +t € K[X]. Zeigen Sie, dass P irreduzibel in K[X] ist. .

Thema Nr. 2
(Aufgabengruppe)

Aufgabe 1 — S. 98 (8 Punkte)
Sei K ein Korper. Eine quadratische Matrix A € M,,(K) heif8t nilpotent, wenn ein
m € IN mit A™ = 0 existiert. Zeigen Sie:

Ist A € M, (K) nilpotent, so gilt fiir das charakteristische Polynom x 4 (X) =

X"
Ist A € M, (K) nilpotent und diagonalisierbar, so gilt A = 0.

Aufgabe 2 —S. 9 (15 Punkte)

Fiir n € IN bezeichne S, die n-te symmetrische Gruppe. Die Gruppe S, und ihre
Untergruppen operieren in natiirlicher Weise von links auf der Menge {1,...,n}.
Ferner sei p eine Primzahl.

B Fur Untergruppen G; und G in S, sei Gy ein Normalteiler in G; und Gy
operiere transitiv auf der Menge {1,...,n}. Zeigen Sie, dass alle Gy-Bahnen in
{1,...,n} die selbe Lange haben.

Fiir Untergruppen G; und G in S, sei G, ein Normalteiler in Gy und Gy
operiere transitiv auf {1,...,p}. Zeigen Sie, dass G, transitiv auf {1,...,p}
operiert, falls G, # {id} gilt.

[} Sei H eine Untergruppe von S,, die transitiv auf {1, ..., p} operiert und eine
§rupp p ps op
Primzahlordnung g hat. Zeigen Sie, dass p = g gilt und H ein Element der
Ordnung p enthiilt.

Aufgabe 3 — S. 100 (14 Punkte)
Ist p eine Primzahl und g = p* fiir ein k € N, so bezeichne F; den endlichen
Korper mit g Elementen. Betrachten Sie die Polynome f = X’ + X + 1 € F[X]
und ¢ = X’ — X -1 € Q[X].

Zeigen Sie, dass f keine Nullstellen in den Korper [y, F4 und FFg besitzt.

[§ Folgern Sie aus [, dass f irreduzibel in F,[X] ist.

@ Zeigen Sie, dass g irreduzibel in Q[X] ist.
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Aufgabe 4 — S. 100 (15 Punkte)
Sei L der Zerfallungskorper von X2 — 729 € Q[X] in C und { die primitive 12-te
Einheitswurzel exp(27i/12) = @ eC.

Bl Zeigen Sie: v/3 € Q(¢) und L = Q(Q).

[§ Zeigen Sie, dass Gp|q eine abelsche Gruppe der Ordnung vier ist, die genau
drei Elemente der Ordnung zwei enthilt.

Beschreiben Sie alle echten Zwischenkorper der Erweiterung L|Q, indem Sie
fiir jeden echten Zwischenkorper ein primitives Element angeben.

Aufgabe 5 — S. 102 (8 Punkte)

Das irreduzible Polynom f € Q[X] \ {0} besitze eine Nullstelle « € R und eine
Nullstelle B € C \ R. Sei L der Zerfallungskorper von f in C. Zeigen Sie, dass die
Galois-Gruppe G| nicht abelsch ist.

Thema Nr. 3
(Aufgabengruppe)
Aufgabe 1 — S. 102 (12 Punkte)
Es sei G eine Gruppe der Ordnung |G| = 992 = 2° - 31. Fiir eine Primzahl p
bezeichne 1, die Anzahl der p-Sylowgruppen von G.
Bl Geben Sie die prinzipiellen Moglichkeiten fiir die Werte von 1, und 131 an, die
sich aus den Sylowsétzen ergeben.

b) Zeigen Sie (ohne den Satz von Burnside zu benutzen), dass G auflosbar ist.

Aufgabe 2 — S. 103 (12 Punkte)
Sei G eine (additiv geschriebene) abelsche Gruppe. Ist die Menge

{n € N|na=0firallea € G}

nicht leer, so heifit deren Minimum der Exponent der Gruppe G und wird mit
exp(G) bezeichnet. Ist die obige Menge leer, so setzt man exp(G) = co. Zeigen
Sie:

Bl Ist G endlich, so ist exp(G) = max{ord(a) | a € G}.

[ Die abelsche Gruppe Q/Z ist eine Torsionsgruppe (d.h. zu jedem x € Q/Z
gibt es ein n € IN mit nx = 0) mit exp(Q/Z) = co.
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Aufgabe 3 — S. 103 (12 Punkte)
Sei R ein kommutativer Ring mit Eins und sei a € R. Zeigen Sie, dass folgende
Aussagen dquivalent sind:

Das Element 1+ aX ist eine Einheit im Polynomring R[X].

[ Es gibt ein n € N mit a” = 0.

Aufgabe 4 — S. 104 (12 Punkte)
Es sei « eine reelle Zahl a := \3/ 24++2¢€ IR, und es sei { die dritte Einheitswurzel

27

g=e¢3 €C.
Bestimmen Sie das Minimalpolynom f von « iiber Q.

B Esseip=v2-V2€R. Zeigen Sie, dass fiir den Zerfallungskorper L C C
von fin C gilt L = Q(«a, B, ).

Zeigen Sie, dass die reelle Zahl v/2 in L liegt, und folgern Sie, dass die Galois-
Gruppe Gy einen Normalteiler von Index 6 besitzt.

Aufgabe 5 — S. 105 (12 Punkte)

Es seien K ein Teilkorper von R und f € K[X] ein Polynom. Weiter sei Z C C ein
Zerfillungskorper von f tiber K. Der Grad [Z : K] sei ungerade. Zeigen Sie, dass
dann auch Z ein Teilkorper von R ist.
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Losungen zu Thema Nr. 1

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Herbst 2017, T1A1)

1. Moglichkeit: K ist genau die Nullstellenmenge des Polynoms X9 — X mit
g = |K|. Wir haben die Zerlegung

xil-1=J] x-a
acK*
Deshalb liefert Koeffizientenvergleich —1 = (—1)IK"| . [T,cxx a. Damit ist
man dann auch schon fertig, denn falls g ungerade ist, so ist (—1)K*| =
(—1)7-! =1, und falls q gerade ist, so muss K Charakteristik 2 haben, sodass

in K die Gleichheit —1 = 1 gilt.

2. Moglichkeit: Sei b = [],cx~ a. Die Abbildung a + a~! ist eine Bijektion
K* — K*, deshalb kénnen wir statt dem Produkt iiber alle a € K* auch
genauso gut das Produkt iiber alle a~! € K* bilden:

-1
b= H a= H a = (H a> =p!
acK* acK* acK*

Es gilt daher b? = 1, sodass b eine Nullstelle von X? — 1 € K[X] ist. Falls
char K = 2,s0ist X2 —1 = (X —1)? und es muss b = 1 gelten, wobei —1 = 1
im Fall char K = 2 gilt.

Falls char K # 2, so handelt es sich bei 1 und —1 um zwei verschiedene
Nullstellen von X? — 1 € K[X], sodass dies bereits alle Nullstellen dieses
Polynoms sind. Daher folgt b = +1. Angenommen, es ist b = 1. Da K* —
K*, a — —a wiederum eine Bijektion ist, hédtten wir:

1= _p=— _ Ha: H —a = Hu:bzl,

aeK* aeK* aekK*

also —1 = 1 im Widerspruch zu char K # 2. Es bleibt also nur b = —1.

. J

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Herbst 2017, T1A2)

Hier hédngt die Richtigkeit der Aussage davon ab, was man unter , enthalt”
versteht. Wir nehmen im Folgenden an, dass der Aufgabensteller gemeint
hat, dass R den Korper [Fj, als Unterring enthilt, die beiden algebraischen
Strukturen also miteinander kompatibel sind.

Wir zeigen zunichst, dass char R = p gilt. Dazu sei daran erinnert, dass
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die Charakteristik eines Ringes als die Zahl n € Z definiert ist, sodass der
Homomorphismus
f:Z—R, m—m-lg

gerade den Kern nZ hat. Laut unserer Annahme ist 1z = 1p » sodass p - 1g =
0 gilt. Das bedeutet pZ C ker f. Da das Ideal pZ C Z maximal ist, folgt
daraus ker f = pZ oder ker f = Z. Im letzten Fall wére jedoch 1g = 0 im
Widerspruch zu 1, # 0.

Um nun zu zeigen, dass F ein Ringhomomorphismus ist, gentigt es zu zeigen,
dass (a+b)P = a? + bP fiir alle a,b € R gilt. Wegen

(a+Db)P = Ep (P> aPkpk — ap 4 pz_l <P> aPkpk 4 pp
N k N k
k=1

k=0

und char R = p ist also zu zeigen, dass p jeweils (}) teilt, fiir alle k €
{1,...,p — 1}. Die Bedingung an k stellt sicher, dass k und p — k echt kleiner
als p sind. Folglich ist auch jeder Primfaktor in k! und (p — k)! kleiner als p,
sodass sich der Faktor p im Zghler von

D) =mt=m

also nicht kiirzt. Somit gilt p | (}), wie gewtiinscht.

Bl SeiR = Fp, dann gilt fiir alle 2 € R, dass a? = a. Insbesondere ist
F: R — R ein Isomorphismus.

Sei R = F,[T]. Angenommen, F: R — R wire surjektiv, dann gébe es
ein Polynom g € R, sodass F(g) = T. Da [, ein Integritétsbereich ist,
berechnen sich die Grade jedoch zu

1=degT=deggl=p-degg.

Dies ist unmoglich, da deg g € Z und p > 2.

.

J

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Herbst 2017, T1A3)

% [N: Es gilt
(Zr87)" = (Z4z)" < (Z47)" 2Zrhz xZig.

Diese Gruppe ist also nicht zyklisch, wohingegen (Z/137)" = Z/12Z.
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B, 2B, E: Da Ay und Dg nicht abelsch sind, kann keine dieser beiden
Gruppen zu (Z/13Z)” bzw. (Z/28Z)™ isomorph sein.

[} 2 Bl: siehe Aufgabe F10T1A5 (zu finden auf Seite 71).

J/

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Herbst 2017, T1A4)

Bl Wir berechnen:

W =11-3-2iV3)=-L1+iv3)=-w-1

Die Rechnung zeigt, dass {1,w,w?} linear abhingig ist, somit muss
dimim f < 2 gelten. Wére {1,w} eine Q-linear abhingige Menge, so
wiére w eine rationale Zahl. Jedoch ist

P=w(~w-1)=-w(-w-1)=—(~w-1)—w=1

und die einzige rationale Zahl g € Q mit ¢°> = 1 ist g = 1. Wegen w # 1
haben wir damit gezeigt, dass dimim f = 2.

[} In Teil B] haben wir bereits nachgerechnet, dass w? = —w — 1, sodass
g = X?>+ X +1 € ker f und auch das zugehérige Ideal (X? + X + 1) im
Kern von f liegt. Das Polynom g ist als Kreisteilungspolynom (oder nach
Anwendung des Reduktionskriteriums in I, [X]) irreduzibel. Da Q[X] ein
Hauptidealring ist, ist das Ideal (X2 + X + 1) deshalb ein maximales Ideal
und es folgt ker f = (X% + X + 1) oder ker f = Q[X]. Zweiteres ist wegen
f(1) # 0 unmoglich, also haben wir ker f = (X? + X + 1) gezeigt.

[ Bereits in Teil [ gezeigt.

- J

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Herbst 2017, T1A5)

Weil C[t]/(t) = C ein Integritétsbereich ist, handelt es sich bei (t) um ein
Primideal von C[t] und bei f folglich um ein Primelement. Die Irreduzibilitit
von P folgt nun aus dem Eisensteinkriterium.

. J

Losungen zu Thema Nr. 2

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Herbst 2017, T2A1)

Bl Sei m € N mit A™ = 0, dann ist A eine , Nullstelle” des Polynoms X™,
sodass p | X™ fiir das Minimalpolynom p € K[X] von A gilt. Es folgt
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u = X fiir ein k € IN. Im Absatz direkt nach Satz 4.6 wurde gezeigt, dass
x und u die gleichen Nullstellen (in einem algebraischen Abschluss K)
haben, sodass x ebenfalls eine Potenz des Polynoms X sein muss. Wegen
grad x = n muss daher y = X" gelten.

Laut Teil g] ist O der einzige Eigenwert von A. Ist A diagonalisierbar, so
ist A also dhnlich zur Nullmatrix und muss bereits selbst die Nullmatrix
sein.

.

J

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Herbst 2017, T2A2)

B Seieni,j € {1,...,n}. Da Gy transitiv auf {1,...,n} operiert, gibt es ein
o € Gy mit o(i) = j. Man tiberpriift nun, dass es sich bei der Abbildung

Stabg, (i) — Stabg, (j), x + oxo !

um einen wohldefinierten Isomorphismus handelt: Sei x € Stabg, (i). We-
gen G; < Gy ist oxo~! € Gy, zudem ist cxo~!(j) = j leicht nachgerechnet;
zuletzt ist y — o~ 'yo eine Umkehrabbildung. Insbesondere sind daher
alle Stabilisatoren gleich méachtig und die Behauptung folgt aus Lemma
1.17.

[} Wegen G, # {id} gibt es zumindest eine Bahn der Lange > 1. Da laut Teil
alle Gy-Bahnen von gleicher Machtigkeit sind, kann somit kein Fixpunkt
der Operation existieren. Die Bahnengleichung liefert deshalb:

p=HL...ptl= Y [1GEI=IGO)r

[G2(x)[>1

wobei r die Anzahl der verschiedenen Bahnen ist. Wegen |G,(1)| # 1
muss daher |G(1)| = p, also ¥ = 1 und die Operation transitiv sein.

[ Aus |H| = g folgt insbesondere H # {id}. Da H transitiv auf {1,...,p}
operiert, haben wir

p = [H(1)| = (H : Stabyy(1).

Insbesondere ist p ein Teiler von |H| = g, was nur fiir p = g moglich ist.
Als Gruppe von Primzahlordnung ist H zyklisch und jeder Erzeuger von
H ist per Definition ein Element der Ordnung p.
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Losungsvorschlag zur Aufgabe (Herbst 2017, T2A3)

Bl Angenommen, f besitzt eine Nullstelle & € Fy U Fg.

1. Fall: « = 0 kann nicht eintreten, wie einfaches Einsetzen zeigt.
2. Fall: Falls a € F}, so gilt #®> = 1 und damit

0=f(a)=a’+a+1=1-1-a+a+1=2a+1=1,

was natiirlich Unsinn ist.

3. Fall: Falls & € FX, so haben wir &’ = 1, also

0=f(a)=a’"+a+l=a+2=un,

im Widerspruch zu unserer Annahme a # 0.

[} Angenommen, f wire reduzibel, dann gibe es nicht-konstante Polynome
g, h € Fp[X] mit f = gh. Da f keine Nullstelle in F, besitzt, kann keines
der Polynom g bzw. h von Grad 1 sein (und damit auch nicht von Grad
6). Mogliche Kombinationen der Grade von g und / sind dann nur noch
(2,5),(3,4),(4,3) und (5,2). Daher besitzt f einen Teiler von Grad 2 oder
3, welcher irreduzibel ist, da er (wie f) keine Nullstelle in [F; besitzt. Sei
« eine Nullstelle dieses irreduziblen Teilers, dann ist Fp(a) € {FFy,Fys}.
Natiirlich ist « insbesondere eine Nullstelle von f, was jedoch Teil
widerspricht.

[ Folgt durch Anwenden des Reduktionskriteriums (Satz 2.27).

- J

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Herbst 2017, T2A4)

Bl Da es sich bei Q({) nach Definition um einen Korper handelt, enthalt
dieser neben ¢ auch {~! = 7. Somit ist auch

+C=2(VBHi)+ 2 (V3—i) =3 Q).

Um L = Q({) zu zeigen, miissen wir nachweisen, dass Q(¢) samtliche
Nullstellen von X'2 — 729 enthilt und diese Q({) tiber Q erzeugen. Fiir den
ersten Teil bemerke, dass 729 = 3° und dass die Nullstellen von X2 — 729
daher durch {v/37F | 1 < k < 12} gegeben sind. Da Q({) sowohl { als auch
/3 enthilt, enthilt es auch die Produkte \/§§k fiir alle k € {1,...,12}. Fiir
den zweiten Teil miissen wir Q({) € Q(v/3ZF | 1 < k < 12) nachweisen.

Dies folgt aus
(V37) - (V3g?) ™ =
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Laut Satz 3.18 haben wir

Gl = (Z2127)" = (Z47)" x (Z472)" =Zhg x ZAhy.

Die rechte Gruppe hat Exponent 2, daher hat jedes nicht-triviale Element
in Gy |q Ordnung 2 — also genau drei an der Zahl.

Wegen [L : Q] = 4 hat jeder echte Zwischenkorper von L|Q Grad 2 iiber Q
und korrespondiert somit zu einer Untergruppe von Ordnung 2 von Gy q.
Eine solche Untergruppe besteht aus id und einem Element der Ordnung
2, deshalb folgt aus Teil [J], dass es genau drei solche Untergruppen gibt.
Wir suchen also drei quadratische Teilkorper von Q(Z). Mit Q(+/3) haben
wir in Teil E] bereits einen gefunden.

Wir beschreiben nun ausfiihrlich, wie man systematisch die beiden an-
deren Zwischenkorper findet. Ist o € Gy|q, dann muss ¢({) wieder eine
primitive zwolfte Einheitswurzel sein (beispielsweise da ¢ eine Nullstelle
des Kreisteilungspolynoms @1, wiederum auf eine Nullstelle von &,
abbilden muss). Wir vermuten daher, dass G L|Q aus den Automorphismen
id, oy, 0» und 03 besteht, wobei

Q) =0, @@=, oo@Q=:"

Die Existenz dieser Automorphismen folgt dabei aus dem Fortsetzungs-
satz. Die quadratischen Zwischenkdrper von L|Q sind nun genau die
Fixkorper dieser drei Automorphismen. Wegen

3(V3) =03((+ ") =7+ =3

gilt Q(v/3) C L{%). Wegen [Q(v/3) : Q] = 2 = [L{%) : Q] folgt daraus
bereits Q(v/3) = L{%). Die gleiche Idee beschert uns

QU+ L sowie Q((E+¢%)-(C+¢) L.
Um in beiden Féllen mithilfe des gleichen Gradarguments wie eben Gleich-

heit zu bekommen, geniigt es, { +¢°> ¢ Qund ({+°)- ({+ ") € Q zu
zeigen. Dazu berechnen wir zunéchst

= op () =eos () wi9m () = BB

und sehen dann, dass { + ¢°> = i ¢ Q. Daraus folgt zudem ({ + £°)({ +
') = iv/3 € Q. Damit sind alle Zwischenkorper gefunden.
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Losungsvorschlag zur Aufgabe (Herbst 2017, T2A5)

Betrachte den Korper Q(a) C R. Laut Fortsetzungssatz gibt es einen Q-
Homomorphismus ¢: Q(a«) — C mit o(a) = B. Daraus folgt ¢(Q(a)) C
Q(B). Da auBerdem « und B das gleiche Minimalpolynom iiber Q ha-
ben (ndmlich f), folgt (Q(x)) = Q(B) durch Vergleich der Dimensionen
dimg r(Q(x)) = dimg Q(a) und dimg Q(B). Insbesondere o (Q(x)) Z Q(«),
denn Q(B) € R nach Voraussetzung.

Wire dagegen Gy abelsch, so wire jede Untergruppe von Gy g auch ein
Normalteiler. Insbesondere wére Gy |q(4) ein Normalteiler von Gy q, sodass
die Erweiterung Q(«)|Q nach dem Hauptsatz der Galois-Theorie normal sein
miisste. Es folgt (siehe Definition 3.8 (c)), dass ¢ sich zu einem Automorphis-
mus von Q(«) beschréanken miisste. Letzteres wiirde gerade 0(Q(a)) = Q(«)
bedeuten.

Betrachte den Zwischenkorper Q(a) von L|Q. Wire die Galois-Gruppe Gpq
abelsch, so ware jede ihrer Untergruppen ein Normalteiler. Damit miisste die
Erweiterung Q(«a)|Q normal sein. Nun ist f ein irreduzibles Polynom, das
in Q(«) eine Nullstelle besitzt, damit miisste f tiber Q(«) in Linearfaktoren
zerfallen, was insbesondere p € Q(«) impliziert — im Widerspruch zu ¢ R.

Losungen zu Thema Nr. 3

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Herbst 2017, T3A1)

B Laut den Sylowsitzen haben wir
np |31 = mpe{1,31} und n3y |2° = ny € {1,2,4,816,32}.

Zusitzlich muss np = 1 mod 2 und n3; = 1 mod 31 gelten, also reduzieren
sich die oben angegebenen Moglichkeiten auf

Ny € {1,31} und N3 € {1,32}.

[ Wir zeigen zunichst, dass nicht zugleich 1, = 31 und n3; = 32 sein kann.
Das ist ein klassischer Fall fiir Elementezihlen: Da 31 eine Primzahl ist,
ist jede 31-Sylowgruppe zyklisch und jedes ihrer nicht-trivialen Element
ist automatisch ein Erzeuger der Sylowgruppe. Daraus folgt, dass sich
zwel verschiedene solche 31-Sylowgruppen nur trivial schneiden kénnen:
andernfalls wiirde der Schnitt einen Erzeuger enthalten. Da der Schnitt
zweier Untergruppen wiederum eine Untergruppe ist, miisste dann der
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Schnitt ebenfalls eine Gruppe der Ordnung 31 sein und die beiden 31-
Sylowgruppen waren identisch.

Dies bedeutet, dass die 31-Sylowgruppen insgesamt n3; - 30 = 960 Elemen-
te der Ordnung 31 enthalten. Wegen 31 { 2° kann keines davon in einer
2-Sylowgruppe enthalten sein. Das liefert 32 weitere Elemente und da wir
laut Annahme zwei verschiedene 2-Sylowgruppen haben, mindestens ein
weiteres bisher nicht gezahltes Element. Insgesamt erhalten wir so

960 + 32 +1 =993 > 992 = |G|,

was nicht sein kann. Folglich gilt n3; = 1 oder n, = 1. Im ersten Fall ist
die einzige 31-Sylowgruppe P ein Normalteiler. Die Faktorgruppe G/P hat
Ordnung 2°. Da p-Gruppen auflésbar sind, sind sowohl P als auch G/P
auflosbar. Es folgt dann aus Satz 1.30, dass G selbst ebenfalls auflosbar ist.
Den Fall n; = 1 behandelt man analog.

& J

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Herbst 2017, T3A2)

Bl Da G eine endliche abelsche Gruppe ist, gibt es ny,...,1n, € IN mit G =
'_1Z/n;Z. Man zeigt nun leicht, dass

min{n € N |na =0 firallea € G} =kgV(ny,...,n,).

Auflerdem ist klar, dass die Ordnung eines Elementes in G hochstens
gleich kgV(ny,...,n,) sein kann, da diese Zahl jedes Element in G an-
nulliert und dass (1,...,1) € @_; Z/n;Z ein Element der Ordnung
kgV(ny,...,n,) ist. Daraus folgt insgesamt wie behauptet

exp(G) = kgV(ny,...,n,) = max{ord(a) | a € G}.

[ Sei g + Z eine Nebenklasse in Q/Z, dann ist die Ordnung von g + Z ein
Teiler von s, insbesondere also endlich. Gleichzeitig ist durch

%—FZEQ/Z

fiir jedes n € IN jeweils ein Element der Ordnung n gegeben, sodass der
Exponent von Q/Z nicht endlich sein kann.

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Herbst 2017, T3A3)

,B = [ Sei (1+aX) € R[X]*, d.h. es gibt ein Polynom Y/~ b;X* mit




104 3 Algebra: Aufgabenlésungen nach Jahrgdngen

(1+aX)- (ZZ;& b X*) = 1. Koeffizientenvergleich liefert

1=1-by,
O=aby+b_q, furl<k<n-1,
Ozabn,l.

Mittels vollstindiger Induktion gewinnt man aus den ersten beiden Glei-
chungen nun by = (—1)*a* fiir alle k € {0,...,n — 1}. Insbesondere besagt
also die dritte Gleichung oben, dass (—1)""!a" = 0. Durch Multiplizieren
mit (—1)"~! gewinnen wir daraus dann die gewiinschte Gleichung a" = 0.

LB = B Sei umgekehrt # € IN mit a” = 0. Unter dem Eindruck der

Vorarbeit oben definiert man das Polynom f = ZZ;& (—1)kakX* und rechnet
nach, dass f - (14+aX) = 1.

. J

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Herbst 2017, T3A4)

Bl Wir berechnen:

=242 = PF-2=V2 = (> —=2)2=2
s a4l r2=0.
Daher ist a eine Nullstelle des Polynoms X® — 4X3 + 2. Da dieses Polynom

normiert und nach dem Eisensteinkriterium mit p = 2 irreduzibel ist,
muss es sich dabei um das Minimalpolynom f von « {iber Q handeln.

[ Mittels Einsetzen sieht man f(B) = 0. Wir behaupten zunéchst, dass die
Nullstellenmenge N von f durch

N={lfa|0<k<2}u{d"pl0<k<2}

gegeben ist. Sei ¥ € N. Dann ist 4 eine Nullstelle von X? — 4X + 2. Mit
der Mitternachtsformel folgt

e {2+v2,2-V2}.

Daraus folgt v = ék V2 + V2, wie behauptet. Wir miissen noch nachwei-
sen, dass Q(N) = Q(«, B, () gilt. Dies ist aber aufgrund obiger expliziter
Beschreibung der Menge N klar.

Es gilt

a-ﬁ:§/2+ﬁ-§/2—ﬁ:§/(2+f2)(2—f2):\3@ €L
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Folglich ist M = Q(+/2,{) ein Zwischenkorper der Erweiterung L|Q. Es
geniigt nun zu zeigen, dass M|Q eine normale Erweiterung von Grad 6
ist. Da M der Zerfallungskorper des Polynoms X — 2 € Q[X] ist, ist M|Q
normal. Des Weiteren gilt

[Q(V2):Q]=3 wund [Q()):Q]=2,

denn die zugehorigen Minimalpolynome iiber @ sind X® — 2 bzw. X2 +
X + 1. Da diese Grade teilerfremd sind, folgt

[M:Q]=[Q(V2):Q]-[Q(0): Q] =32

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Herbst 2017, T3A5)

Geht genauso wie Aufgabe HO3T2A2 (zu finden auf Seite 187).




4 Analysis: Aufgabenlosungen nach
Jahrgangen

Priifungstermin: Friihjahr 2015

Thema Nr. 1
(Aufgabengruppe)
Aufgabe 1 — siehe Buch S. 357 1+ 3+ 2 Punkte
In dieser Aufgabe bezeichne B,(a) :=={z € C||z—a| <r} fira € Cund r > 0.
Ferner sei f: C — C durch f(z) := 6z° — 222 + 1 gegeben.

B Formulieren Sie den Satz von Rouché fiir ganze Funktionen.
[ Zeigen Sie, dass B4(1) C f(B1(0)) C Bg(1) gilt.

Hinweis Fiir den Nachweis der ersten Inklusion konnte der in ] formulierte
Satz hilfreich sein.

Entscheiden Sie mit Beweis, ob f(B1(0)) "R = f(B1(0) NR) gilt.

Aufgabe 2 — S. 111 6 Punkte

Es sei Q := {z € C | Re(z) < Ound Im(z) > 0} der offene zweite Quadrant
der komplexen Zahlenebene. Bestimmen Sie mit Begriindung alle Abbildungen
f: Q — C, die Q biholomorph auf die offene Einheitskreisscheibe E := {z € C |
|z| < 1} abbilden mit f(—1+1i) = 0.

Aufgabe 3 — S. 113 3+ 3 Punkte

Bl Bestimmen Sie die allgemeine reelle Losung der Differentialgleichung
x"(t) 4+ 2x'(t) + x(t) = cos(2t), tE€R.

Fiir welche (a;b) € R? ist die maximale Losung des zugehorigen Anfangswert-
problems x(0) = a,x’(0) = b beschrinkt? Begriinden Sie Thre Antworten.

106
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Geben Sie (mit Begriindung) alle Paare (c;d) € R? an, fiir welche die zugehori-
ge Differentialgleichung

x"(t) +cx'(t) +dx(t) = cos(2t), tE€R,

keine beschrénkte reelle maximale Losung besitzt.

Aufgabe 4 — siehe Buch S. 395 6 Punkte

Bestimmen Sie eine reelle Losung v : I — R des Anfangswertproblems

y()y (%) +y(x)?+2x +5=0, y(—4)=-2.

Wie grofS kann das Intervall I maximal gewahlt werden?

Hinweis Eine Moglichkeit der Losung besteht darin, zunéchst einen integrieren-
den Faktor u: R —]0; o[ zu bestimmen, welcher nur von der Variablen x abhéngt.
Wir bezeichnen hierbei u als integrierenden Faktor, wenn die Differentialgleichung
nach Multiplikation mit u exakt wird.

Aufgabe 5 — S. 115 6 Punkte

Bestimmen Sie (mit Nachweis) fiir jedes a € IR das globale Minimum der Funktion
fiH—=R, f(xy):=x*>—ax+y?>, wobei H:={(x,y) €eR*|x+y>1},

falls f ein solches Minimum besitzt. Geben Sie in diesen Fillen alle Stellen an, an
denen das Minimum angenommen wird.

Thema Nr. 2
(Aufgabengruppe)

Aufgabe 1 — S. 116 242+ 2 Punkte

Definiere U := {z € C : 2|Re(z)| + 3|Im(z)| + 1+\z
holomorphe Funktion #: C — U und Punkte v,w € C mit h(v) = } und
h(w) = 1 —i? Begriindung!

Sei (2 C C eine nicht-leere offene Menge und zy € (2. Seien f: 2 — C
und g: Q — C holomorphe Funktionen mit f(z9) = f((z9) = 0,¢(z0) =
¢ (z9) = 0 und ¢ (zp) # 0. Zeigen Sie:

fz) _ fP(=z)

zgrzlg g(z) o g(Z) (ZO).

e < U}, Gibt es eine
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Definiere F: C \ {0} — C durch

_1- cos(z)

F(z): 2

, z#0.

Ist die isolierte Singularitdt 0 von F hebbar? Begriindung!

Aufgabe 2 — S. 118 3+ 3 Punkte
Sei U := {z € C : Re(z) > 0}.

Bl Zeigen Sie, dass

Log(z + i) — Log(z —i) = Log (zi—z> , zel,

gilt, wobei Log : Q- — C, mit O := C\{x+i0 : x € |—o0,0]}, der
Hauptzweig des Logarithmus ist.

[ Fiir jedes z € U sei [1, §] die gerade Strecke in C von 1 + 0i nach 5. Definiere
f: U — C durch die Wegintegrale

f(z)::/[ L dé¢, zel.

13 1+ &2
Zeigen Sie:
T z+2i
f(z>_4+2LOg<Z—2Z)’ ZEU
Aufgabe 3 — S. 119 2+ 4 Punkte

Bl Sei K := {z € C:|z| < 1} und r eine reelle Zahl mit r > e. Zeigen Sie, dass die
Gleichung
rze* =1
genau eine Losung in K besitzt.
Hinweis Die Verwendung des Satzes von Rouché konnte hier hilfreich sein.

[ Sei v die positiv orientierte Kreislinie mit Mittelpunkt 0 und Radius 3. Definiere
die Funktion f: R — C durch die Wegintegrale

1 ezt
S (. R.
f(t) 27t A z2(z2 4+ 2z 4+ 2) dz, te

Zeigen Sie, dass f eine reell-wertige C*°-Funktion auf R mit f(0) = 0 ist.
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Aufgabe 4 — siehe Buch S. 407 3+ 3 Punkte
Man lése das Anfangswertproblem x’ = x + t,x(0) = —1

Bl mit der Methode der Variation der Konstanten; (3 Punkte)
[ mittels der Picard-Lindelof-Iteration (ay),enN,, beginnend mit ag(t) = —1.
Aufgabe 5 — siehe Buch S. 476 6 Punkte

Gegeben sei das ebene autonome System
x=—e—2y+1
y =2x—uy.
Man bestimme alle Ruhepunkte des Systems und untersuche diese auf Stabilitét.

Thema Nr. 3
(Aufgabengruppe)

In dieser Aufgabengruppe bezeichne K, (0) := {z € C : |z| < r} die offene Kreis-
scheibe um 0 mit Radius r > 0. Ferner sei D := K;(0).

Aufgabe 1 — siehe Buch S. 388 3+ 3 Punkte
Seien f,g: R — R stetig. Wir betrachten das Anfangswertproblem
x(t) = g(B)f(x(),  x(to) = xo, )

wobei fg, xg € R.

Bl Geben Sie ein Beispiel eines Anfangswertproblems der Form (1) an, sowie ein
zugehoriges Intervall, so dass es zwei verschiedene Losungen besitzt.

Wir nehmen nun zusétzlich an, dass f,g: R — (0,0). Zeigen Sie, dass das
Problem (1) dann lokal eindeutig losbar ist. Hinweis Es sind hier Existenz und
Eindeutigkeit zu zeigen.

Aufgabe 2 — S. 120 6 Punkte

Gegeben sei das Anfangswertproblem

HEEI R ol
y L] [y ¥(0) Yo
Man zeige, dass die eindeutige Losung von der Form

f(t) &)

Hgg]:e[gm f<t>][m

ist und bestimme die Funktionen f,g: R — R.
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Aufgabe 3 — siehe Buch S. 362 6 Punkte

Es seien f und ¢ holomorph auf K;(0) und f({) # 0 fiir alle { € 0ID und fiir jedes
¢ € 0D sei g(0)/ f({) reell und positiv. Zeigen Sie, dass f und g in ID dieselbe
Anzahl von Nullstellen (mit Vielfachheiten gezahlt) besitzen.

Aufgabe 4 — S. 121 4 4+ 2 Punkte

Bl Es sei f holomorph in ID \ {0} mit einem Pol 1. Ordnung in z = 0. Weiter seien
a € (0,27), e > 0und 7 : [0,a] = C,7,(t) = ee' fiir t € [0, a]. Zeigen Sie:

lim /7 S(@) 6 = i res(0, ).

e—0

Hier bezeichne res(0, f) das Residuum von f im Punkt z = 0.

[} Die stetige Funktion f: D — C sei holomorph in ID. Ferner seien m; und 1,
reell und positiv, derart, dass fiir alle { € JdD gilt

[f(Q)] <mqfalls Im >0 wund |f(Q)| < my falls ImZ < 0.

Beweisen Sie, dass |f(0)| < /mimy. Hinweis Betrachten Sie die Funktion

f(2)f(=2).

Aufgabe 5 — S. 122 3+ 3 Punkte

Bl Zeigen Sie: Es gibt keine holomorphe Funktion f: D\ {0} — C mit der
Figenschaft f(z)® = z fiir alle z € D \ {0}. Hinweis Wenden Sie zunachst den
Riemannschen Hebbarkeitssatz an.

[§ Gibt es eine holomorphe Funktion f: C — C \ {0}, die den beiden Bedingun-
gen |f(z)| = 2 fiir alle z € 9D und

Lo
E/o Fef)dt =1

gentigt? Hinweis Maximumsprinzip fiir J% bzw. Minimumsprinzip fiir f.
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Losungen zu Thema Nr. 1

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Friihjahr 2015, T1A2)

Sei f: Q — E eine biholomorphe Abbildung mit f(—1+i) =0und g: Q —
E eine weitere biholomorphe Abbildung mit g(—1 +7) = 0. Dann ist

gof LE—E

ebenfalls eine biholomorphe Abbildung mit (go f~1)(0) = 0. Abbildungen
dieser Art sind vollstindig bekannt, es gibt namlich ein § € C mit |{| =1,
sodass

(go f H(w)=g(f Hw)) =Ew fiir alle w € E.

Aufgrund der Bijektivitdt von f folgt daraus fiir w = f(z) die Gleichung
g(z) = ¢f(z) fur alle z € Q. Wir bestimmen nun also solch eine Abbildung
f, dann ist die Menge aller biholomorphen Abbildungen g: Q — [E mit
g(—=1+1) = 0 gegeben durch

{$:Q—E|3I€dE:Vze Q:4(z) =¢f(2)}

Zur Konstruktion der Abbildung f gehen wir in mehreren Schritten vor, wie
die folgende Abbildung veranschaulicht.

Um zunichst den zweiten Quadranten auf die untere Halbebene H = {z €
C | Imz < 0} abzubilden, bemerken wir, dass fiir z = x + iy € Q gilt, dass

72 = x* — y* +i2xy.
Wegen x < 0 und y > 0 ist somit Imz?> = 2xy < 0 und z? liegt in H. Wir
zeigen nun, dass

fi:rQ—=H, z~—22

eine biholomorphe Abbildung ist. Die Holomorphie ist als Polynomfunktion
Klar. Fiir die Injektivitit betrachte zq,z, € Q mit g1(z1) = g1(22). Es folgt

#=2 & 2Z2-22=0 & (z+zn)(z1—2)=0
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Nehmen wir an, es wére z1 4+ zp = 0, also z; = —zp. Wegen z; € Q wiirde
aber folgen Rezp = —Rez; > 0, also z; ¢ Q — Widerspruch. Also muss
z1 = zp gelten.

Fiir die Surjektivitit sei w € H vorgegeben. Schreibe w = re!? mit r = |w|
und ¢ € |7;27[. Dann gilt wegen cos x < 0 und sinx > 0 fiir x € | F, 7t

Re \ﬁei% = /- cos (g) <0 und Im \/;ei% = /r-sin (g) >0

i\ 2 .
sowie (\/?e%) =re'? = w. Also ist \/?e% ein Urbild von w in Q.

Im nichsten Schritt bilden wir nun H auf [E ab. Dafiir bestimmt man bei-
spielsweise aus den Punkten

z1=-1, z=0, zz3=1, w1 =-1, wr=1i, wz=1
mithilfe des Doppelverhéltnisses die Mobiustransformation

zZ41i
iz+1

frrH—=E, z~—

Als Komposition ergibt sich dann

22 +i
fao fi(z) = 211
Wegen (fao f1)(—1+1i) = =! brauchen wir noch eine weitere Abbildung
f3: E — E mit f3(=') = 0. Dazu nimmt man beispielsweise
3z +i
:E — E, — .
f3 SRR

Um f3 o f, zu bestimmen, verwenden wir Matrizenkalkiil: Wegen

G50 )-=-(G& %)== 2)

ist (f30 f»)(z) = =2 Insgesamt erhalten wir daher

z2 i
£(2) = (50 fro fi)(z) = _2;_22
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Losungsvorschlag zur Aufgabe (Friihjahr 2015, T1A3)

B Das charakteristische Polynom der homogenen Differentialgleichung ist

p=X>"+2X+1=(X+1)>~
Dieses hat eine doppelte Nullstelle —1, also ist nach Satz 7.19 durch

{e7! te"}

ein Fundamentalsystem der homogenen Differentialgleichung gegeben.
Um eine partikuldre Losung A, des inhomogenen Systems zu finden,
machen wir den Ansatz (vgl. die Tabelle auf Seite 451)

Ap(t) = ¢ cos2t + cp sin 2t.
Einsetzen ergibt
!
cos2t = Ay (t) +2A5 (1) + Ap(t) =
= —4cq cos 2t — 4cp sin 2t + 2(—2¢q sin 2t + 2¢5 cos 2t)

+ (c1co82t + cpsin2t) =
= (—3c1 +4cp) cos 2t + (—3cy — 4cq) sin 2t.

Mittels Koeffizientenvergleich liest man daraus die Gleichungen
1= —-3c1+4c; und 0= —4c; —3cp

ab. Die zweite Gleichung liefert ¢c; = f%cz und eingesetzt in die erste
ergibt das

1= ?Icz+4cz = %cz & o= 24—5
Daraus folgt dann ¢; = — % und man erhalt
Ap(t) = f% cos 2t + % sin 2¢.
Die allgemeine Losung der Differentialgleichung hat dann die Form
At) = cse !t 4 cqte ! — 23—5 cos 2t + % sin 2t

mit gewissen Koeffizienten c3,cs € R. Damit A beschrdnkt bleibt, muss
¢3 = c4 = 0 sein, d. h.

a=MA0)=—-3 und b=A(0)= 4.




114 4 Analysis: Aufgabenlosungen nach Jahrgangen

[ Damit alle reellen Lésungen unbeschrinkt sind, muss die partikuldre
Losung der Gleichung unbeschrankt sein. Aufgrund der Tabelle auf Seite
451 vermuten wir, dass dies nur dann der Fall ist, wenn Resonanz vorliegt.
Dazu miisste in diesem Fall 2i eine Nullstelle des charakteristischen
Polynoms der Gleichung sein. Die entsprechende Gleichung lautet

(2 +2ic+d=0 & —4+2c+d=0 & c=0Oundd=4
Behauptung: Die Gleichung hat genau dann keine beschrénkte reelle Lo-

sung, wenn ¢ = 0 und d = 4 gilt.

Im Fall ¢ = 0 und d = 4 hat das charakteristische Polynom die Eigenwerte
+2i, als Ansatz fiir eine partikuldre Losung wihlt man somit

Ap(t) = tcy cos(2t) + tcp sin(2t).

Eine weitgehend analoge Rechnung zu oben liefert dann A, () = 1¢sin(2t)
Damit ist die allgemeine Losung der Gleichung gegeben durch

acos2t + bsin2t + %tsinZt fira,b e R.

Da der letzte Summand unbeschrinkt ist, sind somit fiir a,b € R alle
Losungen unbeschrankt.

Betrachten wir nun den Fall, dass ¢ # 0 und d # 4 ist. Wir zeigen, dass
es dann eine partikuldre Losung in derselben Form wie in Teil B gibt.
Der Ansatz Ay (t) = aj cos(2t) + 27 sin(2t) liefert durch Einsetzen in die
Gleichung analog zu vorher

cos 2t = (day + 2capy — 4ay) cos(2t) + (day — 2ca; — 4ay) sin(2t).
Daraus bekommt man das Gleichungssystem

1=d—-4)a1+ 2ca
0= —2cay+(d—4)ay.

Die Determinante der Koeffizientenmatrix ist nun gegeben durch

d—4 2c o 2 2
det(—Zc d—4> = (d —4)" + 4c”.

Wegen d # 4 oder ¢ # 0 ist diese positiv, also ist das Gleichungssystem
eindeutig losbar und wir erhalten eine partikuldre Losung, die beschrankt
ist.
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Losungsvorschlag zur Aufgabe (Friihjahr 2015, T1A5)

1. Schritt: kritische Punkte und isolierte Minima: Wir bestimmen zunichst den

Gradienten von f:
@ = (¥, )

Die kritischen Punkte sind genau diejenigen Punkte, an denen (Vf)(x,y)
verschwindet, d. h. die Lésungen der Gleichungen

2x—a=0 und 2y=0.

Auflosen ergibt den kritischen Punkt (5,0). Wegen

%+021 o a4>2

ist dieser nur im Fall ¢ > 2 in H enthalten. Tatsichlich ist in diesem Fall
f(5,0) ein globales Minimum, denn es gilt fiir (x,y) € H

2 2 2 2
flay)=x*—ax+y’ = (x—3) -G +y* > -F = %—“7+0:f(%,0).

2. Schritt: Randextrema: Fiir a < 2 liegt P nicht in H. In diesem Fall koénnte
es stattdessen ein Minimum auf dem Rand geben. Wir betrachten daher f
eingeschrankt auf den Rand

OH = {(x,y) € R? | x +y =1}
Fiir einen Randpunkt (x,y) € 0H isty =1 — x, d. h. dort ist
fou(x,y) = g(x) = ?—ax+(1-x)2=2x>—(a+2)x+1.

Wo (und ob) diese Funktion ein Extremum besitzt, sehen wir an der ersten
Ableitung:

(a+2).

=

¢(x)=0 & 4xo—(a+2)=0 & =xo=

Der zugehorige y-Wert ist dann yg = 1 — 1(a +2) = 2;2. Der Funktionswert
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berechnet sich zu

2 2
f(xo,y0)=<a1—2) a<a1—2>+(24a> _
(a+2)? 4a(a+2)+(2—a)2_—2a2—8u+8_

16 16 16 16
a*+4a—4 a*+4a+4 8 1

- = — 2
3 = 3 +8 8(a+2) + 1.

Wir verwenden nun quadratische Ergdnzung, um f(x,y) > f(xo,yo) fiir
beliebiges (x,y) € H zu zeigen. Wir berechnen:

flry) =2 —ax+y* =

a+2 2 a+2 (ﬂ+2)2 2-a\2 , 2-a 2-a\?
a+2 (“+2)2 2—a 2-4\2 _
> 5ox = T_ax+T]/_ (T)
2—a 2—a a?>+4a+4  a®>—4a+4
X + 2 Y- 16 o 16

20248
= S (x+y) — ES.

Nun wissen wir, dass x +y > 1 ist und wegen a < 2 ist 22;‘1 positiv, sodass
wir daraus 254 (x +y) > 252 schlussfolgern konnen. Damit erhalten wir die
Abschitzung

_ 2 2
floy) >3 - 2088 1 90— 3 1 $(a+2)% = f(x0,y0).

Tatséchlich ist also f(xo,y0) = —g(a+2)% + 1 ein globales Minimum von f.
Die obige Abschitzung ist fiir (x,y) # (xo,yo) sogar strikt, sodass (xo, ¥o)
die einzige Stelle ist, an der das Minimum angenommen wird.

\

Losungen zu Thema Nr. 2

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Friihjahr 2015, T2A1)

Bl Angenommen, es gibt eine solche Funktion . Es gilt 3,4 ¢ U, denn

1 1 12 1
244t spgy b 12 1
EE TR el s

Laut Angabe ist h(C) C U, also insbesondere 3,4 ¢ h(C). Nach dem
Kleinen Satz von Picard muss daher h bereits konstant sein, also kann
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nicht h(v) = & # 1 —i = h(w) gelten.

[ Da f und g auf Q holomorph sind, kénnen wir beide Funktionen in
Potenzreihen um zy € (2 entwickeln:

fz) =

[1e

k

a(z—2z0)F und g(z) = Zbk z—zg)k
0

Fiir die Koeffizienten gilt a; 1

= k!f(k) (z0) bzw. by = %g(k) (zg), sodass aus
der Angabe

ap = f(z0) =0, a1 = f'(z0)

bO = g(Zo) = 0, bl = g/(zo) = 0/ b2
folgt. Somit konnen wir

f@)= Y alz—20) = (- 20)° ¥ agsalz — 20)F
k=2

k=0
und  g(z) = (z — 2z0)? i bria(z — z0)F

k=0
schreiben. Nun ist also
m fz) _ lim (z = 20)* Lt o Mra(z — 2)"
20 8(z

=20 (2 20)2 Lo brra(z — 20)F
Yo Mks2(z — 20)" _ o _
2220 Y2 g bega(z —20)F b2 ]

[ Unter Verwendung der Kosinusreihe ist

) . oo 72k
F(z) 5 (1—cosz) = ) (1 - ]g(_l)k(zk)!>
o " 2k—2
= L 1 = Z 1 i -
. ,2k
- L ) aEn)

An dieser Laurentreihenentwicklung sieht man, dass der Hauptteil ver-
schwindet und es sich folglich bei 0 um eine hebbare Singularitdt handelt




118 4 Analysis: Aufgabenlosungen nach Jahrgangen

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Friihjahr 2015, T2A2)

Bl Der Hauptzweig des Logarithmus ist definiert als Log(re'?) = Inr + ig.
Seinun x € ]0,c0[. Esist dann x +i = v/1 + x2¢/? und x —i = /1 + x2¢~'¢
mit ¢ = arctan % Damit gilt

Log (x+i) —Log (x —i) =InvV1+x2+ip— ( \/1—|—x2—iq)):2i(p:
V1+x2? o x+i
Vitadeio  Sx—i

Somit gilt die Gleichheit zumindest auf der positiven reellen Achse. Da es
sich bei |0, co[ um eine nicht-diskrete Menge handelt, folgt die Aussage
aus dem Identitdtssatz.

= Log ¢¥? = Log

[} Man zeigt zunéchst, dass die Partialbruchzerlegung

1 Q2 )2
1+¢  ¢4i ¢—i

wahr ist. Damit berechnet man nun

f(2) %/Zﬁdg‘i/,]a =
= 3 [Log(& +1]i"* — 5 [Log(¢ ~ 1))/ =
— § (Log(3 +1) ~ Log(§ —i) ~ Log(1 +1) +Log(1— ) =

B . z4+2i\ 1+i
= oo (212 ) - L -Tr
2 Og(z—2i> 2 0g<1—i>

Den zweiten Summanden berechnen wir getrennt:

1+i  (1+4i0)? _1+2i+i2_2i_l
1—i (1-i)(1+i)  1-i2 2
Esisti = ¢™/2 und somit Log(i) = In1+i% = iZ. Also ist insgesamt

i z+2i i .7 1 z+2i 7T
fz) —§L°g<z_zi> ‘z'la—zL"g(Z_zJ e
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Losungsvorschlag zur Aufgabe (Friihjahr 2015, T2A3)

B Fir alle z € 9K gilt |z| = 1 und damit die Abschitzung

|rze?| = r-|e*| = r - eReZ.

Aus |z| =1 folgt insbesondere |Re(z)| <1, d.h. =1 < Rez < 1. Also gilt
weiter
roefr>relseel=1=]-1]

Aus dem Satz von Rouché 6.36 folgt nun, dass rze* und rze* — 1 gleich
viele Nullstellen in K haben. Wegen

rze| =0 < rlz]- B =0 o |zl=0 < z=0
ist dies genau eine Nullstelle. Daher gibt es genau ein z € K mit

rze* —1=0 < rze*=1.

[ Es gilt
242242=(z+1)2+1=(z+1)2 -2 = (z+1+i)(z+1—1).
Definiere nun fiir jedes ¢ € R die Funktion

ezt

22(z+1—i)(z+1+1i)

g:C\{0,-1+i,-1-i} -C, z+—

Wir wollen im Folgenden (nattirlich) den Residuensatz anwenden, wes-
wegen wir zundchst die Residuen von f berechnen. Wegen

lim |g:(2)] = lim |zg:(z)| = c0 und  lim 22g:(2) = = # oo
z—0 z—0 z—0 2
hat g; bei 0 ein Pol zweiter Ordnung. Daher ist

. (d [t (2 +22+2) — (22 +2)e*
Res (g1 0) = (@Zzgt(z)> L ( (zZ+2z+2)?2 >|

C2t-2  t—1

4 2

z=0

Genauso sieht man anhand von

1
Jim ge@)] =ee, lim (2 4140)2(2) = 2 ~ 3
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sowie
1 1 et =) 1 it
i = , i 1—i - : . = 7 B ’
o 81(2)] = o0 z—>11111+i(z T1-i)g) (—1+4i)2-2i 1°
dass die beiden anderen Singularititen Pole erster Ordnung mit
Res (gr; —1—1i) = ie =it und Res (g; —1+1) = 1 ettt gind.

Wir erhalten also

1) = = [ s1(z) dz=

27t

=Res (g1, 0) + Res (g1, —1 —i) +Res (gr; —1+1) =

N Sk S S ST b N Gy g ity —
—2+4e +4e —2+4e (e +e)_

—24—1@4 2cost = —1—1—16 -cost
2 4 - '

Dabei folgt die vorletzte Gleichung mithilfe der Euler-Identitét aus

et + e~ = cost+isint + cos(—t) +isin(—t) = 2cost.

An der obigen Darstellung erkennt man direkt, dass f eine reellwertige
C®-Funktion ist. Zudem ist

f(0) = —% + %eocoso =0.

Losungen zu Thema Nr. 3

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Friihjahr 2015, T3A2)

Es gilt nun, falls M: I — M,,»»(R) eine matrixwertige Funktion mit M(t) -
M'(t) = M'(t) - M(t) ist, dass dann LM = M/(t) - eM) gilt (Kettenregel
fiir Matrizen). Setze M(t fo s)ds, dann tiberpriift man M(t) - A(t) =
A(t) - M(t). Es gilt also

d M) — pp ()M — M(t)
¢ = M'(£)eM®) = A()eM®),

Somit liefern beide Spalten von eM(!) Losungen der angegebenen Differential-
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gleichung. Diese sind auferdem linear unabhéngig, denn eM(®) ist invertierbar
(die Inverse ist e~ M()), sodass deteM(®) £ 0. Also ist eM(") eine Fundamental-
matrix der Differentialgleichung und jede Losung des Anfangswertproblems
ist gegeben durch

-1
M) (M) (X0 _ M (10 X0\ _ M) (%o
‘ (e ) <3/0> ‘ (0 1) <1/0) ‘ <3/0>'

Daher ist ;
(&) F00) =20= (0 o)

& J

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Friihjahr 2015, T3A4)

Sei f(z) = Y5>, axz" eine auf D \ {0} giiltige Laurentreihenentwicklung

von f um 0. Der Nebenteil 1(z) = Y3, a;z* definiert dann eine ganze
Funktion. Da C einfach zusammenhéngend ist, besitzt /i eine Stammfunk-
tion H: C — C und wir haben

| (&) de = Hiye(a) = H(1(0)) = H(ee™) — H(e).

€

Da H als holomorphe Funktion stetig ist, ist weiter
lim H(ee'®) — H(e) = H(0) — H(0) = 0,
e—0
also verschwindet das Integral tiber h. Fiir den Hauptteil berechnen wir
a_qieet
Te C / eelt

Zusammen ergibt dies

(14
= / ia_1 dt =ia_1a = iaRes (0; f).
0

lim f( )dcf,—hm %—l—h(g) d¢ =iaRes (0; f).

e—=0 —0 Ye

[ Sei ¢ € oD. Ist ImZ > 0, so ist Im— < 0, sodass |f(Z)| < m; und
|f(—=Q)| < mypist.Im FallIm { < 0 folgt analog |f({)| < mpund |f(—Q)| <
my. In beiden Féllen gilt damit

[f(Qf(=0)] < mamy.
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Da f(z)f(—z) auf D holomorph und auf D stetig ist, nimmt sie nach dem
Maximumsprinzip fiir beschrankte Mengen auf dID ein Betragsmaximum
an. Also gilt fiir alle z € ID die Abschédtzung

f(2)f(=2)| < mymy.

Insbesondere also |f(0)|> = |f(0)f(0)] < mymy und somit |f(0)| <
\/M1msy.

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Friihjahr 2015, T3Ab5)

ir alle z € 0} ¢ilt laut Angabe
B Fir all D gilt laut Angab
fEP=lz1<1 = |f@I=z"*<1 (eR),

somit ist 0 nach dem Riemannschen Hebbarkeitssatz eine hebbare Singu-
laritdt von f. Sei ¢: ID — C eine holomorphe Fortsetzung von f, dann
folgt aus der Stetigkeit von z — 23, dass

(0" = lims(2)" = tm " = (tim 7)) = (1m=) =0,

z—0 z—0 z—0

also g(0) = 0. Holomorphe Funktionen sind unendlich oft stetig differen-
zierbar. Aus der Kettenregel erhdlt man daher

) =33 g2

und damit (% g3) (0) = 3¢(0)2¢’(0) = 0. Andererseits muss aufgrund
der Stetigkeit auch
d ; B d B 30 o
(5) © =l 9@ = lim ) = i £z = lim1 =1

sein. Widerspruch.

[ Nach dem Minimumsprinzip fiir beschrankte Gebiete hat f eine Null-
stelle in ID oder flﬁ nimmt auf dD ein Betragsminimum an. Da nach
Voraussetzung f(z) # 0 fiir alle z € C gilt, muss es also ¢ € dID geben,

sodass
If(z)| > |f(&)] =2 firallez €D
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gilt. Das Maximumsprinzip fiir beschrankte Gebiet besagt, dass f5 auf
0D auch sein Betragsmaximum annimmt, d. h. es gibt { € dID, sodass

lf(z)| <|f(Q)|=2 firallez e D.

Beide Abschitzungen zusammen ergeben |f(z)| = 2 fiir alle z € D.
Insbesondere hat |f(z)| ein Minimum in 0. Aus dem Minimumsprinzip
erhdlt man nun, dass f konstant auf ID (und damit nach Identitdtssatz auf
ganz C) sein muss. Es folgt

1= [T =5 po) [ dt= 5 f(0) 21 = f(0)

Allerdings ist [f(0)] = 2 # 1. Widerspruch, also kann es eine solche
Funktion f nicht geben.
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Prifungstermin: Herbst 2015

Thema Nr. 1
(Aufgabengruppe)

Aufgabe 1 — S. 130 6 Punkte

Es sei D die offene komplexe Einheitskreisscheibe. Dartiber hinaus seien f und g
auf einer Umgebung von D holomorphe Funktionen, die keine Nullstelle in ID
besitzen. Zeigen Sie: Gilt |f| = |g| auf dD, so gibt es eine Konstante ¢ mit |c| =1,
so dass f = cg auf D.

Hinweis Man nehme zunéichst an, dass auch auf dD keine Nullstellen von g
liegen.

Aufgabe 2 — S. 131 3+ 3 Punkte

Bl Existiert eine Folge von Punkten in der offenen oberen komplexen Halbebene,
die alle Punkte von R und keine anderen Haufungswerte hat? Geben Sie eine
ausfiihrlich begriindete Antwort.

[§ Zeigen Sie, dass es eine Folge von Punkten in der offenen komplexen Einheits-
kreisscheibe gibt, die genau die Punkte der (komplexen) Einheitskreislinie als
Haufungswerte hat, und weisen Sie nach, dass diese Eigenschaften tatsidchlich
erfiillt sind.

Aufgabe 3 — S. 132 244 Punkte

Beweisen Sie, dass jedes Polynom mit komplexen Koeffizienten vom Grad n > 1,
p(z) = ap+az+ ...+ a, 12" + 2", genau n Nullstellen in C besitzt (mit
Vielfachheit gezahlt) mithilfe

Bl des Satzes von Rouché,

[} des Null- und Polstellen zihlenden Integrals, indem Sie den Quotienten

Pz _.n

o = ts()

betrachten und die so definierte Funktion g geeignet abschétzen.
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Aufgabe 4 — siehe Buch S. 433 2 +2+2 Punkte

Es sei A: R — R"™ " eine stetige, matrixwertige Funktion. Betrachten Sie die
zugehorige Differentialgleichung

1= A(b)x. 1)

Es seien x1(t),...,x,(t),t € R, Losungen von (1). Ferner seien fiir ein t; € R
die Vektoren xq(tp), ..., xx(tp) im R" linear unabhingig. Zeigen Sie, dass dann
fiir alle t; € R die Vektoren x1(t1),...,x,(t1) im R" linear unabhéngig sind.
Hinweis Benutzen Sie das Superpositionsprinzip fiir lineare homogene Diffe-
rentialgleichungen oder benutzen Sie die Differentialgleichung fiir Wronski-
Determinanten.

[} Erkliren Sie die Begriffe Fundamentalmatrix und Ubergangsmatrix (auch
Transitionsmatrix oder Hauptfundamentalmatrix genannt). Wie erhilt man
aus Teil E] eine Fundamentalmatrix und wie ldsst sich die Losung von
mit Anfangswert x(tg) = xp € R",t) € R, mithilfe der Ubergangsmatrix
ausdriicken?

Zeigen Sie: Sind @4(t), ,(t),t € R, Fundamentalmatrizen, so existiert eine
g
Matrix C € R"*" mit
P1(t) = §(H)C, t € R.

Aufgabe 5 — S. 133 2+ 2+ Punkte
Betrachten Sie die Differentialgleichung

y(t) +2cy(t) +y(t) =0 )
mit einer Konstanten ¢ > 0.

B Zeigen Sie, dass in allen drei Féllen 2—-1>0,2—1=0und -1 < 0die
Differentialgleichung asymptotisch stabil ist.

Sei y(t) Losung von (2) zum Anfangswert (y(to),y(to)) = (vo,y1) € R?,tg € R.
Bestimmen Sie lim;_,« y(t).

Bestimmen Sie im Fall ¢> — 1 < 0 die Lésung zu den Anfangsbedingungen
y(0) =1,4(0) =0.

Hierbei ist die Abkiirzung a := v/1 — ¢? niitzlich.
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Thema Nr. 2
(Aufgabengruppe)
Aufgabe 1 — siehe Buch S. 257 142+ 1+2 Punkte
Wir betrachten die Funktion
f:D={(x,y) eR:x<0,y<0}U{(0,0)} - R,
floy) = (y+1)e* -
Bl Geben Sie an, welche Punkte in R? innere Punkte oder Randpunkte von D
sind. Ist D offen oder abgeschlossen? Begriinden Sie Threr Antwort.

[} Bestimmen Sie Gradienten und Hesse-Matrix von f in allen inneren Punkte
von D.

Welcher Punkt im Inneren von D ist eine lokale Extremstelle und von welchem
Typ ist er? Begriinden Sie Ihre Antwort.

] Welcher Randpunkt ist eine lokale Extremstelle von f? Begriinden Sie Ihre
Antwort.

Aufgabe 2 — siehe Buch S. 453 242+ 2 Punkte
Betrachten Sie die Differentialgleichung
y/// _ 2]/” + ]// — er.
Bl Bestimmen Sie ein Fundamentalsystem fiir die zugehorige homogene Differen-
tialgleichung.

[ Bestimmen Sie mit einem geeigneten Ansatz eine spezielle Losung der inho-
mogenen Gleichung und geben Sie damit die allgemeine Losung an.

[} Bestimmen Sie die Losung des zugehorigen Anfangswertproblems mit

y(0) =y'(0) = y"(0) = 0.

Aufgabe 3 — siehe Buch S. 408 4+ 1+1 Punkte
Betrachten Sie das Anfangswertproblem
v =y, y0)=1 3)

Bl Wir betrachten die Picard-Iteration mit der Startfunktion yo(x) = 1. Zeigen Sie
durch vollstandige Induktion, dass die n-te Iterierte die Gestalt

Yn(X) =1+ x+ .. 42"+ "l (x)

besitzt, wobei 7, ein Polynom ist. Finden Sie damit eine Potenzreihe, die (3)
1ost.
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In welchem Intervall I C R konvergiert diese Reihe?

Bestimmen Sie die maximale Losung des Anfangswertproblems (3). Auf wel-
chem Intervall ist sie definiert?

Aufgabe 4 — S. 135 3+ 3 Punkte

Zeigen Sie, dass es keine biholomorphe Abbildung f: C — D := {z € C :
Rez > 0} gibt.

[} Sei QO C C ein nicht-leeres Gebiet. Bestimmen Sie alle holomorphen Funktionen
f: 0 — 0, die der Gleichung f o f = f gentigen.

Aufgabe 5 — S. 136 142+ 1+2 Punkte
Auf dem Gebiet
Q:={z€C:|Rez| <}

betrachten wir die meromorphe Funktion

1
(z+%)-cosz

fz) =

B Bestimmen Sie alle Singularititen von f in (2 und geben Sie jeweils den Typ an.
Berechnen Sie die Residuen von f in allen Polstellen.
Hat die Funktion f eine Stammfunktion?

Bestimmen Sie ¢ € C, so dass die Funktion f(z) + ¢ auf (2 eine Stamm-

7T
Z=7

funktion besitzt.

Begriinden Sie jeweils alle Antworten auf die Teilaufgaben.
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Thema Nr. 3
(Aufgabengruppe)
Aufgabe 1 — S. 137 6 Punkte

Gegeben sei die Funktion

z

f:C\{0,-1,-1+4+i} = C f(z)= Z+2)(z+1-0)2

v(r) bezeichne den Weg entlang der Kreislinie mit Mittelpunkt 0 und Radius
r > 0 mit einem Umlauf in positiver Richtung. Bestimmen Sie fiir alle Werte
r € R\ {1,v/2} den Wert des Integrales

W(r) = /, ) e

Aufgabe 2 — S. 138 2+ 4 Punkte

Bl Geben Sie die Definitionen fiir die Begriffe “isolierte Singularitdt”, “hebbare
Singularitdt”, “Polstelle” sowie “wesentliche Singularitdt” an.

[§ Bestimmen Sie Lage und Art aller isolierten Singularititen der Funktion
h: D — C gegeben durch

he) = 25 exp (sin (;:Z)) ,

wobei D C C den maximal moglichen Definitionsbereich der Funktion bezeich-
net.

Achten Sie jeweils bei Ihrer Entscheidung tiber die Art der Singularitdten auf
eine ausfiihrliche Begriindung!

Aufgabe 3 — S. 140 1+ 2+ 3 Punkte
Wir betrachten die Differentialgleichung

fr=fF=D(f+1)
fuir eine reellwertige Funktion f in einer reellen Veranderlichen.

Bl Zeigen Sie unter Nennung geeigneter Sitze, dass diese Differentialgleichung
fiir jedes fy € R eine eindeutige maximale Losung f mit f(0) = fp besitzt.

[ Sei nun fo < 1. Zeigen Sie, dass fiir keine reelle Zahl ¢ mit 4 > 1 ein f im
Definitionsbereich von f existiert, so dass f(t) = a gilt.
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Sei fo > 1. Zeigen Sie, dass fiir jede reelle Zahl a mit 2 > 1 ein t im Definitions-
bereich von f mit f(t) = a existiert.

Aufgabe 4 — S. 142 34241 Punkte

Es sei f: C — C eine ganze Funktion. Fiir ein M € R und ein a € R gelte:
|f(z)] < Mz|* VzeC.

Zeigen Sie: f(")(0) = 0 fiir alle n € Ny mit # > &, hierbei bezeichne () die
n-te Ableitung von f, f©) = f.

[ Esseing € No, p: C — C eine ganze Funktion mit p(”) (0) = 0 fiir alle n > ny.
Zeigen Sie: p ist ein Polynom vom Grad #y.

[ f erfiille die Voraussetzungen von Aufgabenteil E]. Zeigen Sie: f ist entweder
konstant oder hat mindestens eine Nullstelle.

Aufgabe 5 — siehe Buch S. 262 6 Punkte

Gegeben sei der Ellipsenrand E C R? durch (x,y) € E & x* +2y* = 2 sowie
die Funktion f: R?> — R durch f(x,y) = x> — 3y*.

Begriinden Sie, warum f sein Maximum und Minimum auf E annimmt. Bestim-
men Sie sodann den maximalen sowie den minimalen Wert, den f(x,y) unter
der Nebenbedingung (x,y) € E annimmt und diejenigen Stellen, an denen das
globale Maximum und das globale Minimum angenommen wird.
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Losungen zu Thema Nr. 1

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Herbst 2015, T1A1)

Wir nehmen zunéchst an, dass g keine Nullstellen auf dID hat. Dies bedeutet
auch, dass f keine Nullstellen auf dID hat. Somit ist auch

]—C:E—HC
8

eine wohldefinierte, holomorphe Funktion, die auf D keine Nullstellen hat.
Diese nimmt nach dem Minimums- bzw. Maximumsprinzip fiir beschrank-
te Gebiete daher ihr Betragsminimum bzw. -maximum auf dD an. Laut
Angabe ist

@) =3 o ]f“

=1 firallez € 0D,
8(z)

f

also fallen Minimum und Maximum von g Zusammen, sodass |Jg:| bereits
konstant auf ID sein muss. Insbesondere ist 0 € D ein lokales Maximum,
sodass laut dem Maximumsprinzip auch é konstant ist. Also gibt es ¢ € C,
sodass

f(z)

I & 7)) = col(z fiir alle z € D
e £(2) = cg(e)
gilt. Zudem gilt 1 = |Jg%| =c|.

Betrachten wir nun den Fall, dass g eine Nullstelle ¢ auf dID besitzt. Es ist
dann auch [f(&)| = |g(&)| = 0, sodass f(&) = 0. Weil f und g keine Nullstel-
len in ID haben, sind sie nicht die Nullfunktion, sodass ¢ eine Nullstelle von
endlicher Ordnung ist. Also gibt es holomorphe Funktionen f;,¢1: D — C

mit
fz)=(z—=8)"filz) und g(z) = (z—8)"g1(2)

fir alle z € D und f1(&) # 0 # ¢1(&). Sei 0.B.d. A. n < m. Fiir z € dD \ {¢}
gilt also

z=0)"NE)I=1Ez-0"a@)] < [AGR)=z-8""a(z)

Angenommen, es ist n < m. Dann folgt aus der Stetigkeit von f;, dass

1A )] = lim A = lim [(z=8)""g1(2)[ =0
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im Widerspruch zu f1(¢) # 0. Somit muss n = m gelten und wir erhalten,
dass % = % eine hebbare Singularitdt in ¢ hat und limzjf % #0

gilt. Da ¢ als beliebige Nullstelle von ¢ vorgegeben war, kann g in allen
Singularitaten auf 0D in dieser Weise holomorph fortgesetzt werden. Fiir die
holomorphe Fortsetzung kann nun wie in Teil B verfahren werden, da ihr

Nenner keine Nullstellen in dID mehr hat.
|\ J

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Herbst 2015, T1A2)

B Eine solche Folge gibt es (!). Da Q abzahlbar ist, gibt es eine Folge (a,)ucnN,
die alle rationalen Zahlen durchlduft. Da andererseits Q dicht in R liegt,
liegen in der Umgebung jeder reellen Zahl unendlich viele rationale Zah-
len, sodass jede reelle Zahl ein Haufungspunkt der Folge a;, ist. Betrachte
nun die Folge

(by)pen mit by, =a, + %

Da % > 0 fur alle n € IN gilt, verlauft diese Folge in der oberen Halbebene.

Ist nun r € R, so gibt es eine Teilfolge (a,),e; von (a,),eN, die gegen r
konvergiert. Die Folge (by,),c; konvergiert dann ebenfalls gegen r, d. h. r
ist ein Haufungspunkt von (by),enN.

Andererseits kann kein anderer Punkt z € C \ R ein Hiufungspunkt
von (by)pen sein. Gilt Imz < 0, so wihle 0 < ¢ < —Imz. Dann ist
Be(z) N{by | n € N} = &, d.h. z kann kein Haufungspunkt von (b,),en
sein. Betrachte nun den Fall Imz > 0. Wahle 0 < & < Imz, dann gibt es
ein N € N, sodass fiir n > N die Ungleichung

1 1
—<Imz—-¢ & Imz—->c¢
n n

erfillt ist. Wegen |z — by| > |Imz —Imby| = |Imz — 1| > e firn > N
liegen also die Folgenglieder by, nicht in Be(z). Somit kénnen hochstens
endlich viele Folgenglieder von (b,),en in B:(z) liegen, was bedeutet,
dass z kein Haufungspunkt der Folge (b,),en sein kann.

Wir haben gezeigt: z € C ist genau dann Haufungspunkt von (b,),en,
wenn Im z = 0, also z eine reelle Zahl ist.

[ Wir benutzen die Darstellung der komplexen Einheitskreislinie oD als

BlD:{ei"‘\ocEIR}.
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Sei (a,),eN wiederum die rationale Folge, die jede reelle Zahl als Hau-
fungspunkt hat. Dann hat die Folge (/)i jeden Punkt der komplexen
Einheitskreislinie als Hiufungspunkt, da exp(iR) = oD gilt und die
Exponentialfunktion stetig ist. Leider verlduft diese Folge auf der Ein-
heitskreislinie selbst, d. h. nicht in der offenen Einheitskreisscheibe. Dies
reparieren wir, indem wir den Radius gegen 1 konvergieren lassen: Die

Folge (cy)nen mit
1\
Cn = (1 — ) el
n
sollte dann eine Folge mit den gewtinschten Eigenschaften sein. Der

Nachweis verlduft wie in Teil F.
. J

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Herbst 2015, T1A3)

B Seir > 1 eine reelle Zahl und z € 9B,(0), dann gilt die Abschitzung

-1

n—1 ‘ n ‘ 11171 1
<Y a1zl = Y -4 < Y gl = e
k=0 k=0 k=0

n—1
p(z) —2"| = | a2
k=0

mit C = Y7 |ax|. Wahlt man also r > C, so gilt
Ip(z) —2"| < r"71C < " = |z|™.

Nach dem Satz von Rouché hat daher p(z) = (p(z) —z") 4+ z" in B,(0)
genauso viele Nullstellen (mit Vielfachheit gezéihlt) wie das Polynom z".
Da z" eine n-fache Nullstelle in 0 hat, sind das genau n. Da r beliebig grof3
gewihlt werden kann, hat p(z) genau n Nullstellen in C.

[ Esist
pl(z) =ay +2az+ ...+ (n—1)a,_1z" 2 +nz"!

und somit

Pl(z)  ap+2az+...+ (n—1)a,_1z"% +nz""!
p(z) ag+a1z+...+a, 12" 1 4z
Mz + 2075 + ...+ (n—1)ay,_12" 1 + nz"
( nag + nayz + ...+ na,_1z" -1 + nz" )
—nag — (n —1)mz — (n—2)az? — ... —a,_1z2" 1\
nag +nayz + ...+ na,_1z""1 + nz" > N

~—

Il
N NI NI
7 N
—_
+

-(1+8(2))-
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Da der Grad des Polynoms im Nenner von g(z) hoher als der Grad des
Polynoms im Zzhler ist, gilt lim;|_,, g(z) = 0. Somit ist

/ &(Z) dz (z)
3B,(0) Z

z

lim < lim 27tr - n - max
r—oo r—oo ZG@B,(O)

1
= lim 27tr-n- = - max |g(z)| =
r—oo ' 2€9B,(0)

on Jim, max 18(2)]

Also liefert das Nullstellen zdhlende Integral

.1 p'(z) 1 n B
A, /aB,(o) p(z) dz = lim > /aB,(o) z (1+g(z)) dz =
— L lim (/ Tdz+ | n8(z) dz) -
27ti r—eo \ JaB,(0) z 9B,(0) Z
2711 1= J3B,(0) Z

1
= _—lim2mi-n=n
2771 r—00

Dabei wurde im vorletzten Schritt die Cauchy-Integralformel verwendet.

J

.

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Herbst 2015, T1A5)

B Die gegebene Differentialgleichung zweiter Ordnung ist dquivalent zum

linearen System
u 0 1 u u
6= =) () =)

Das charakteristische Polynom von A ist

XA:det<__}f L 2> X(X+2¢)+1=X>+2cX+1

Die Eigenwerte sind also

—2c+V4c? -4 L2

)\i:f:—C

Ist2—1 <0, so folgt sofort Re(A1+) = —c < 0 und das System ist
asymptotisch stabil. Im Fall ¢ — 1 > 0 ist zumindest Re(A_) = A_ <
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—c < 0. Zudem folgt aus der Monotonie der Wurzelfunktion, dass

A>2—-1 = ¢>vV2—-1 & 0>—-—c+Ve2-1

gilt. Also ist auch Re(A4) = A4 < 0 und somit ist auch im Fall ¢ —1 > 0
das System asymptotisch stabil.

Die Losung y(t) hat die Form
) = Ate) (40,

wobei A(t, to) die Ubergangsmatrix bezeichnet. Da das System nach Teil EJ
asymptotisch stabil ist, gilt laut 7.28, dass lim;_,. A(t, ) = 0. Also folgt

fim 1) = Jim Attt (3607) =

Im Fall ¢2 — 1 < 0 sind die Eigenwerte aus Teil E] durch Ay = —c+ia
gegeben. Ein Fundamentalsystem der Differentialgleichungssystem ist
dann

{e= cosat, e “'sinat}.

Jede Losung A hat daher die Form A(t) = Ae ' cosat + Be ! sinat mit
A,B € R. Aufgrund der Bedingung A(0) = 1 muss A = 1 sein. Wir
berechnen weiter

ct —ct —ct

N (t) = —ce “ cosat — ae”“* sinat — cBe ' sinct + aBe™“ cos at.

Aus der Bedingung A’(0) = 0 erhalten wir daher
0=—c+aB & B=-.

Die gesuchte Losung ist damit

__ ,—ct C —ct o:
A(t) = e “cosat + e”“ sinat.
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Losungen zu Thema Nr. 2

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Herbst 2015, T2A4)

B Sei f: C — D eine holomorphe Funktion. Wegen —1,—2 ¢ im f C
D muss f nach dem Kleinen Satz von Picard konstant sein. Da eine
konstante Funktion auf jeden Fall nicht bijektiv ist, kann f also nicht
biholomorph sein.

[§ Seiw €im f, d.h. w = f(z) fiir ein z € C. Dann gilt

f) = F(f(2) 2 f(2) = w,

wobei an der Stelle (x) die Gleichung f o f = f verwendet wurde. Nehmen
wir nun an, dass f nicht konstant ist (fiir konstante Funktionen ist die
Gleichung f o f = f stets erfiillt). Da im f = f(2) dann nach dem Satz
tiber die Gebietstreue 6.22 wieder ein (nicht-leeres) Gebiet ist, stimmt f
auf einem Gebiet mit der Funktion w +— w tiberein. Laut Identitdtssatz
gilt dann bereits f(z) = z fiir alle z € Q. Also ist eine solche Funktion f
entweder konstant oder die Identitdtsabbildung.

Alternative: Geméaf3 Kettenregel ist

ff@)-f2)=f) & fE(f(flz)-1)=0

fiir alle z € (. Da (2 als Gebiet zusammenhingend und f’(z) bzw f'(z) —
1 wiederum holomorphe Funktionen sind, folgt wie in HO6T3A2, dass

f(z)=0 oder f(f(z))—1=0

fir alle z € . Im ersten Fall folgt, dass f konstant ist, im zweiten Fall ist
f'(w) =1 fir alle w € im 2, d.h. f(w) = w + c fiir ein ¢ € C. Dabei gilt:

f)y=(fof)(1) & 1+4+c=f(14c)=142c & c=0.

Wie oben (f nicht-konstant, da sonst f’ = 0 wire), folgt aus dem Identi-
titssatz f(z) = z fir alle z € Q.
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Losungsvorschlag zur Aufgabe (Herbst 2015, T2A5)

Bl Wir verwenden cos(z) = sin(z + Z). Damit bekommen wir
2

(Z + )2n+1
(2n+1)!

(z+ 5)cosz = (z+ 7)sin(z+ 5) = (z+ 7) io(—

0o > T\2n
- e+ PP Ly = e+ s

Esistnun g(—%) = (0+1 =1 # 0. Aus der Darstellung f(z) = ﬁg()

folgt daher, dass f in —J einen Pol zweiter Ordnung hat. Um die restlichen

Singularitaten bestlmmen zu konnen, brauchen wir die Nullstellen der

komplexen Kosinusfunktion:

cosz=0 & %(eiz +e ) =0 o eF= e =eT. e = ilnE)
& z=m—z mod2nZ <& 2z=m mod2nZ <&

& zz% mod 27tZ.

Die einzige andere Singularitat von f in (2 ist daher 7. Hier gilt

cosz = cos(—z) = sin(—z + E) = —sin(z — %) —
YRR TG S PR )
- an @11 :(2_7)',1;,( D" G =
=i (z— 7)-h(z).

Die hintere Summe /(z) hat wieder keine Nullstelle bei 7, deshalb hat f
einen Pol erster Ordnung in 7

[ Mithilfe der Darstellung aus Teil B ist Res (f; ) = nh%%) = —% und

AN L/ _8( E)i
Res(f"z)‘(g<z>)\z "D

—_ T
-2

wobei wir verwendet haben, dass

) B 0 (z+ )2k 1
§'()= LD 25

keinen konstanten Koeffizienten hat.
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f hat genau dann eine Stammfunktion falls das Integral tiber jede beliebige
geschlossene Kurve verschwindet (vgl. Proposition 6.29). Allerdings gilt
laut Residuensatz

/aBSH f(2) dz = 27iRes (f; 3 ) = —2i £ 0.

T
2

Bl Seip(z) = f(z) + (zfﬁ Setze ¢ = 1, dann gilt

T

Res (p; %) = Res (f, —%) + Res (ﬁ, —g) = —% +c=0.

Ist 7: [0,1] — O nun eine geschlossene Kurve, so gilt nach dem Residu-
ensatz

Ap(z) dz =2mi (n('y,—%)Res (p; —%) +n(’7r%)Res (P; %)) —
=04+0=0.

Folglich besitzt p eine Stammfunktion auf (2.

Losungen zu Thema Nr. 3

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Herbst 2015, T3A1)

Wegen
z 1 1 1
i Ly Ly 11
L WG Rl e g Al e o e T L

handelt es sich bei 0 um eine hebbare Singularitdt von f. Folglich ist
Res (f; 0) = 0. Dagegen ist wegen
-1
—(=i)2
die Singularitdt —1 eine Polstelle erster Ordnung. Obige Rechnung zeigt
auflerdem Res (f; —1) = —1. Zu guter Letzt ist —1 + i wegen

tim [£(z)] =0, lim (= +1)f(z) = -1

z——1

lim [f@)] = _lim [(z+1-0)f(z)] = o,
. . —1+4i .
—_— 2 e —
thm(z +1-0°f(2) i(—1+1) !
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ein Pol zweiter Ordnung. Hier berechnet sich das Residuum zu

. d z -1 -1
Res(f'_1+l)_dz(;zz4—z)| —<<z+1>z>, =51
z=—1+i i

z=—1+i

Nach dem Residuensatz gilt nun

/7 ,/12) d2 =271 [n(r(r), 0) Res (f; 0) + n((r), ~1) Res (f; —1)
+n(y(r), —1+i)Res (f; —1+1)].

Fir r < 1 wird nur die Singularitdt 0 von 7(r) umlaufen, d.h. hier ist
n(y(r),0) = 1und n(y(r), —1) = 0 = n(y(r), —1 +i). Der Wert des Integrals
ist damit

/ f(z)dz=2mi-1-Res(f;0)=0.
v(r)

Fir r € ]1,v/2[ ist 0,—1 € B,(0), aber —1+i ¢ B,(0), da | —1+i|] =
V12 +12 = /2. Also erhilt man hier

/( /() de =271 (1-Res (f;0) +1-Res (f; ~1)) = ~2ri.
y\r

Ist r > \@, so werden alle Singularititen umlaufen. Man berechnet hier
deshalb

/()f(z)dz:27'ci(1-Res(f;0)+1-Res(f; 1)+ 1-Res(f; —1+1) =
y(r

=27i(1—1) = 0.

. J

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Herbst 2015, T3A2)

B Eine Singularitit a einer Funktion f heift isoliert, falls es eine Umgebung
U C C von a gibt, sodass in U (neben a) keine weitere Singularitdt von f
liegt. Ist nun

[e9)

f@)= ) an(z—a)"

n=-—co0
eine Laurentreihenentwicklung von f um a, so heifst a
(i) hebbar, falls a,, = 0 fur alle n < 0,
(ii) Polstelle der Ordnung k, falls a_j # 0 und a, = O fiir alle n < —k,

(iii) wesentliche Singularitit, falls a weder hebbar noch Polstelle ist.
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Es gilt
lim [l(z)] = co,  lim(z —2)h(z) = 2exp(sin(3),
z—2 z—2

also handelt es sich bei z = 2 um eine Polstelle erster Ordnung. Weiter ist

z " z—1 _
21 iz 2 P\ z(z—1)) )

lim h(z) = lim
z . (1 :
lim ——— exp (sm (z)) = —expsinl € C,

= lim

sodass in 1 eine hebbare Singularitét vorliegt. Nun fehlt nur noch die Klas-
sifikation der Singularitit in 0. Betrachte dazu die Folgen (u,),en, (Un)neN
mit u, = % und v, = —2 Es gilt lim;, _se0 4, = limy 00 v = 0 und

T+4nm

. 1 (1 u,—1Y\Y\ . exp(sin(nm))
nh_r)rolo un—ZGXp <s1n (Ltnun—l)> —nh_rg; Uy —2 N

1

g 1 - —=.

ngr.}o Uy — 2

Auflerdem

, 1 . (1o, —1\\ .. exp(sin(§))
L (Sm(vnvn—1>) —im e -

= lim % =-¢

Cnowp, -2 2

Also hat die Funktion g: C\ {0} — C,z — -1 exp(sin( ZZZ__lz)) eine we-
sentliche Singularitit bei 0. Eine Laurentreihendarstellung um 0 von g mit
Koeffizienten gy, erfiillt also a; # 0 fiir unendlich viele k < 0. Bezeichnet

by, die Koeffizienten der Laurentreihenentwicklung von #, so ist

h(z) = i bk =z i azt = i 12"

k=—0c0 k=—00 k=—o0

Daraus folgt by, = ay_1 fiir alle k € Z und somit muss auch & unendliche
viele negative Koeffizienten besitzen, also eine wesentliche Singularitit
bei 0 haben.
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Losungsvorschlag zur Aufgabe (Herbst 2015, T3A3)

Bl Definiere eine Funktion

O:RxR—R, (tf)— f(f-1)(f+1),

dann handelt es sich bei @ um eine stetige und auf einem Gebiet defi-
nierte Funktion, die die rechte Seite der gegebenen Differentialgleichung
beschreibt. Weiter ist

Ud(t, f) = 9p(f° = f) =3f* —1

ebenfalls stetig, sodass @ lokal Lipschitz-stetig beztiglich f ist. Aus dem
Globalen Existenz- und Eindeutigkeitssatz folgt nun, dass f' = ®(¢, f)
eine eindeutige maximale Losung zum Anfangswert f(0) = fy besitzt.

[ Betrachte die konstante Funktion
u: R—=R, t—1.

Es ist y; Losung der Differentialgleichung ®(t, f) = f’ und da sie auf
ganz R definiert ist, handelt es sich dabei um die eindeutige maximale
Losung zum Anfangswert f(0) = 1.

Sei nun A: I — R die laut Teil ] eindeutige Losung zum Anfangswert
A(0) = fo < 1. Angenommen, es gibt ein T € I mit A(7) =a > 1 fiir ein
T € I. Da A stetig ist, gibt es nach dem Zwischenwertsatz dann ein 7; € I,
sodass f(11) =1 = p1(7). Da die Losungskurven maximaler Losungen
entweder disjunkt oder schon gleich sind und A die Einschrankung einer
maximalen Losung ist, folgt daraus bereits A(t) = u1(t) =1 fir alle f € 1.
Dies ist jedoch ein Widerspruch zu A(0) = fy < 1.

Sei A: ]a,b] — R die eindeutige maximale Losung mit A(0) = fo > 1.
Wenn wir zeigen konnen, dass limp , A(t) = 1 und lim; ~ A(t) = +o0
gilt, sind wir fertig, denn dann gibt es fiir jedes { > 1 reelle Zahlen
t1,ty € Ja, b mit

Alt) < ¢ < A(ta).

Nach dem Zwischenwertsatz wird dann der Wert ¢ von f auf jeden Fall
angenommen. Wir zeigen daher nun die Aussage tiber das Grenzwertver-
halten.

Wie in Teil [JJ zeigt man unter Verwendung der konstanten Losung 1,
dass A(t) > 1 fiir alle t € I gilt. Aus der Losungsidentitit folgt dann, dass

A(t) =Dt A(t)) = A(E)(A(t) = 1)(A(t) +1) >0
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fir alle t € I gilt. Also ist A auf ganz I streng monoton steigend. Falls eine
der Grenzen a oder b endlich ist, so folgt aus der Charakterisierung des
Randverhaltens maximaler Losungen 7.13, dass

Hm|A(H)| =0 bzw. lim|[A(t)] = co.
lim [A(£)] =0 bzw.  lim [A(f)] = oo

Da A streng monoton steigend ist, muss sogar

mA(t) = —co  bzw. lLmA(t) = +oo
N\a t b

gelten. Die linke Aussage ist unmoglich, denn A ist durch 1 nach unten
beschrankt, also muss a = —co gelten. Ist die rechte Aussage erfiillt,
so sind wir laut den Ausfiihrungen oben fertig. Nehmen wir also im
Folgenden an, dass b = +o0 ist. Da A streng monoton steigend ist, haben
wir A(f) > A(0) = fp > 1 fiir alle t > 0, sodass

t t
MH =20+ [[N(@) dr=20)+ [ MOA(D) = D(AD) +1) dr >
t
> MO)+ [ folfo=D(fo+1) dr = A©) + folfo = 1) (fo + 1)t
fiir t > 0 gilt. Daraus folgt lim;_,. A(t) = co, wie erhofft.
Fir alle t < 0 gilt 1 < A(t) < fo, sodass A(t) fiir t — —oo gegen einen

endlichen Wert ¢ € [1, fy[ gehen muss. Angenommen, es ist ¢ > 1, dann
gilt A(t) > c fir alle t € R und fiir alle + < 0 haben wir die Abschédtzung

A(H) :/\(O)—i-/ot/\’(T) dT:fO—/tO/\’(T) dr =
= o [ ADAE DA +1) dr <
Sfo—/toc(c—l)(c—l-l) dt = fo+c(c—1)(c+ 1)t

Daraus jedoch lim;—; o A(t) = —oo im Widerspruch dazu, dass A durch 1
nach unten beschrénkt ist. Insgesamt muss lim;_, _« A(t) = 1 gelten.
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Losungsvorschlag zur Aufgabe (Herbst 2015, T3A4)

B Sei r > 0. Laut Cauchy-Integralformel gilt

Wy M f(z)
00 _/33,(0) 1 9

- 2mi
Als Abschdtzung erhalt man daraus

f(z)

Zh+1

n! a

F70) < o

~ 27 J3B,(0)

1
dz < R L27Tr Mr =n!Mr* "

— 27 ot

Istn > &, soist « — n < 0 und damit lim, ,. r*~" = 0. Also bekommen

wir o
n = i ' a—n =
| (0)] rlgl;lo n!Mr 0,

weswegen f(")(0) = 0 sein muss.
[} Da p ganz ist, gibt es eine auf ganz C giiltige Potenzreihendarstellung

p(z) =) anz",
n=0

wobei die Koeffizienten durch a, = Lp(")(0) gegeben sind. Aus der
Voraussetzung folgt also a, = 0 fiir alle n > 1y und somit

[e*] no
p(z) =) apz" =) a,2".
n=0 n=0

Nach Aufgabenteil [ gilt (") (0) = 0 fiir alle # > «. Setze ng = |/, dann
gilt auch f(")(0) = 0 fiir n > ny und aus Aufgabenteil [§] folgt, dass f ein
Polynom von Grad (hochstens) g ist. Ist f ein Polynom von Grad 0, so ist
f konstant. Ist dagegen grad f > 1, so hat f nach dem Fundamentalsatz
der Algebra mindestens eine Nullstelle in C.
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Priifungstermin: Frithjahr 2016

Thema Nr. 1
(Aufgabengruppe)

Aufgabe 1 — S. 149 2+ 4 Punkte

Bl Finden Sie eine holomorphe Funktion f: C\ {-1,1} — C, welche in den
Punkten —1 und 1 wesentliche Singularitdten mit den Residuen

Res(f; —1) =—1, Res(f;1)=1

besitzt. Ist f durch diese Eigenschaft eindeutig bestimmt?

Sei f die in E] gefundene Funktion Fiir & € [0, o[ sei 1y, der geschlossene Weg,
der die Punkte
2+wi, —2—1i, 2+1, 2—wai, 2+ ai

in der angegebenen Reihenfolge durch Geradenstiicke verbindet. Fiir welche
Werte von « ist das komplexe Wegintegral

f(z) dz
Ya

definiert? Berechnen Sie das Integral fiir diese Werte von «.

Aufgabe 2 — S. 151 3+ 3 Punkte
Zeigen Sie fiir alle nattirlichen Zahlen n

n
Y (4l —6k*) = n* —2n* — n.
k=1

Zeigen Sie durch Induktion in n, dass fir G,(k) := le;é(k + 1) (also mit
Go(k) = 1) die Formeln

n
1
k; Gr(k) = mGrH(”)

gelten, fiir alle » € N U {0} und alle n € IN.

Aufgabe 3 — S. 152 2+ 4 Punkte
SeiD:={x € R?||x|:=/x2+x2 <1}und f: D = R? f(x) == ((1— |x])~}, |x]).

Zeigen Sie:
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B Das Anfangswertproblem

besitzt eine eindeutige bestimmte, maximale Losung.

M Fiir diese maximale Losung x: |a,b[ — D, wobei —co < a < 0 < b < oo, ist
b <1, x(b) = lim;_,, x(¢) existiert und |x(b)| = 1,0 < xp(b) < 1/4.

Hinweis Die Trajektorie der Losung ldsst sich als Graph einer Funktion darstel-
len und deren Ableitung ldsst sich geeignet abschitzen.

Aufgabe 4 — S. 154 4 4 2 Punkte

B Sei f : R — R stetig differenzierbar. Zeigen Sie, dass fiir jede Losung der
Differentialgleichung
x = f(x)

genau eine der folgenden Aussagen zutrifft:
(i) x ist streng monoton wachsend.
(ii) x ist streng monoton fallend.

(iii) x ist konstant.

[ Bleibt die Aussage in B richtig, wenn f: R — R nur als stetig vorausgesetzt
wird?

Aufgabe 5 — S. 154 3+ 3 Punkte

Bl Fir n € N sei f,: [0,00] = R, fu(x) := ;—ze’%. Zeigen Sie, dass die Folge
(fn)nen auf [0, co[ gleichmiBig gegen 0 konvergiert, und bestimmen Sie

lim /Ooo fn(x) dx.

n—o0

[ Sei f: [0,1] — R stetig mit f(0) = 0. Bestimmen Sie

lim /01 f(x™) dx.

n—o0
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Thema Nr. 2
(Aufgabengruppe)
Aufgabe 1 — S. 156 1+5 Punkte
Begriinden Sie, dass das uneigentliche Riemann-Integral
)
I:= —d
Loo x6 + 3 X

existiert, und berechnen Sie I mithilfe des Residuensatzes.

Aufgabe 2 — S. 158 2+ 1+ 3 Punkte
Zeigen Sie, dass das Differentialgleichungssystem erster Ordnung
dx dy .
Tt AR T sin(x)

auf dem Phasenraum RR?
B fiir alle Anfangswerte zg = (xg, ¥9) € R? eine eindeutige Losung ¢, : R — R?
besitzt.

[§ Zeigen Sie, dass die Funktion F: R? — R, F(x,y) = y*/2 — cos(x) eine Erhal-
tungsgrofie ist, also entlang der Losungskurven ¢, konstant ist.

Bestimmen Sie, ob die Gleichgewichtslage 0 € IR? stabil oder sogar asympto-
tisch stabil ist.

Aufgabe 3 — S. 159 6 Punkte

Berechnen Sie, fiir welche Anfangswerte xo € R® die Lésung der linearen Diffe-
rentialgleichung

dx 1 2 3
— = Ax mit der Systemmatrix A:= (4 5 6
dt
7 8 9
1
fur t — 400 gegen die Ruhelage r := [ —2 | konvergiert.
1

Hinweis Sie miissen nicht die allgemeine Losung der Differentialgleichung be-
stimmen, um die Aufgabe zu l6sen.
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Aufgabe 4 — S. 161 24242 Punkte
Welche der folgenden Aussagen sind wahr, welche falsch? Beweisen Sie die
Aussage oder geben Sie ein Gegenbeispiel an.

Bl Stetige Funktionen f: [4,b] — R sind gleichmagig stetig.

[} Die Umkehrfunktion f~': (c,d) — (a,b) einer stetig differenzierbaren streng
monotonen Funktion f: (a,b) — (c,d) ist ebenfalls stetig differenzierbar.

Die Funktion f: R — R, f(x) = 1/(1 + x?) ist reell-analytisch, und ihre
Potenzreihendarstellung bei x = 0 besitzt den Konvergenzradius 1.

Aufgabe 5 — S. 162 1+1+2+2 Punkte
Gegeben sei die Potenzreihe f(z) = Y%, z2". Zeigen Sie:

B Der Konvergenzradius von f ist 1.

[ Fiir k € Ng und z € C mit |z| < 1 gilt [£(z2)| < |f(z)| + k.

[ Sei k € Ny und p eine 2F-te Einheitswurzel. Dann gilt ~ lim |f(tp)| = co.
t—1,0<t<1

Bl Fiir keinen Punkt z des Randes seines Konvergenzgebietes ist f auf eine offene
Umgebung von z holomorph fortsetzbar.

Thema Nr. 3
(Aufgabengruppe)
Aufgabe 1 — S. 163 24242 Punkte
Essei f: C\ {0} — C,z  sin (1)

z
Bl Bestimmen Sie den Typ der isolierten Singularitit von f bei 0.
[ Esseiy: [0,2r] — C\ {0}, > €%*. Berechnen Sie / f(z) dz.
v

Essei U := {z € C: 1 < |z| < 2}. Zeigen Sie, dass es keine Folge von
Polynomfunktionen (p,: C — C),eN gibt, sodass (pn|u)nen lokal gleichméBig

gegen f|y konvergiert.
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Aufgabe 2 — S. 164 1+5 Punkte

Zeigen Sie, dass f: [0,00[ — R, x — =5 stetig und integrierbar ist.

Y A ¢
Berechnen Sie /0 e dx.

Hinweis Sie konnen einen geschlossenen Weg verwenden, der durch 0, R und
2mi . .
e’3 geht, oder die Partialbruchzerlegung benutzen.

Aufgabe 3 — S. 166 1.54+15+1.5+1.5 Punkte
Zeigen Sie:

B st S := {z € C: |Im(z)| < 1}, so gibt es keine biholomorphe Abbildung
f:S—=C.

Es gibt keine holomorphe Abbildung f: C — C mit f(0) = 2i und [f(z)| =1
fiir alle z € C mit |z| = 1.

B istu:={zeC:1<|z] <3}und f: U— C holomorph mit f(—2) = 1 und
f(2) = =1, dann gibt es z,w € U mit f(z), f(w) € Rund f(z) < —1, f(w) > 1.

B Es gibt eine Folge (z,)nen in C \ {0} mit z, =3 0 und e "%,

Aufgabe 4 — S. 167 3+ 3 Punkte
Zeigen Sie:
B Das Anfangswertproblem

X = (x* —1)sint, x(0) =0

hat eine eindeutige auf ganz R definierte, beschrankte Losung.

Zujedem T € R und ¢ € R? existieren die maximalen Losungen des Differenti-
algleichungssystems

X = -2y
= 2x + 4x°

zur Anfangsbedingung <;E3) = ¢ auf ganz R.

Aufgabe 5 — S. 429 44141 Punkte

-1 1 -1
Essei A := 0 0o -—-1].
1 -1 -1
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Bl Bestimmen Sie die Fundamentalmatrix e zu x = Ax.
[§ Bestimmen Sie die Lésung von
1
x=Ax,x(1)=1{0
0
0

E Zeigen Sie, dass die Ruhelage | 0 | stabil ist.
0
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Losungen zu Thema Nr. 1

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Friihjahr 2016, T1A1)

Wir definieren

. 1 . 1
f:C\{-1,1} = C, z|—>sm< _1> s1n<z+1).
Auf ihrem Definitionsbereich ist die Funktion geméafl der Quotienten- und
Kettenregel holomorph. Wir zeigen, dass die beiden Singularitdten +1
wesentlich sind, indem wir den Hauptteil der Laurentreihenentwicklung
in diesen Punkten angeben. Entwickeln wir f zundchst auf der punktierten
Umgebung B, (1) \ {1}. Hier ist der zweite Summand holomorph, sodass
dessen Hauptteil verschwindet. Fiir den ersten Summanden erhalten wir

0 —(2k+1
sin (1) = Z(_l)kw
z—1 = (2k+1)!
und sehen an dieser Darstellung, dass der Hauptteil der Reihe nicht
abbricht und Res (f; 1) = 1 gilt.

In analoger Weise gentigt es, Hauptteil des zweiten Summanden auf dem
Bereich By(—1) \ {—1} zu betrachten. Wir erhalten mit

) 1 _ [eS) (Z+1)—(2k+1)
- <z+1) - *k;(*”k 2k + 1)1

wiederum einen nicht-abbrechenden Hauptteil sowie Res (f; —1) = —1,
wie gewdtinscht.

Eine Funktion ist durch diese Eigenschaften nicht eindeutig bestimmt.
Beispielsweise kann einfach eine beliebige ganze Funktion addiert werden,
ohne dass sich am Typ der Singularitdten oder an den Residuen etwas
andert.

Das Integral existiert genau dann, wenn keine der Singularitaten auf 7,
liegt. Alle Punkte der geraden Verbindung von —2 — i und —2 + i haben
Realteil —2, also liegt hier sicher keine Singularitdt. Analoges gilt fiir die
gerade Verbindung von 2 — ai und 2 + ai. Das Geradenstiick zwischen
2+ ai und —2 — i parametrisieren wir durch

7:[0,1] =C, t—1—-t)2+ai)+t(-2—1i)=(2—4t)+i(a—at—t).
Esist y(t) = 1, wenn

2—4t=1 und a—at—t=0
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gilt. Die erste Gleichung liefert t =  und Einsetzen in die zweite ergibt
a« = 1. Eine analoge Uberlegung zeigt, dass y(t) = —1im Fall t = 2 und
« = 3 gilt. Fiir den Weg

0:0,1] =C, t—= (1—-t)(-24+1i)+t(2—ai) = —(2+4t) —i(1 -t —at)

ergeben sich genau dieselben Werte fiir « und ¢, was zeigt, dass das
Wegintegral fiir a ¢ {1,3} existiert.

Wir bestimmen im Folgenden die Umlaufzahlen intuitiv. Fiir « € [0, 3]
werden beide Punkte einmal in negativer Richtung umlaufen, also haben
wir hier mit dem Residuensatz

8 f(z)dz =2mi((—1)Res (f; 1)+ (—1)Res (f; —1)) = 2mi(—1+1) = 0.

Fir a € ]%,3[ wird 1 in positiver, —1 in negativer Richtung umlaufen,
sodass wir hier

f(z)dz=2mi(1Res (f; 1) + —1Res (f; —1)) = 4rmi
T

erhalten. Fiir & € |3,00[ werden beide Punkte schlieSlich in positiver
Richtung umlaufen und wir haben

f(z) dz = 2mi(Res (f; 1) + Res (f; —1)) = 0.
T

s P S g B 2 L
Vj l/NI/

Die Abbildungen zeigen die Kurven 7, fir & = %, «=15und o =3.5.
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Losungsvorschlag zur Aufgabe (Friihjahr 2016, T1A2)

Bl Wir zeigen die Aussage durch vollstindige Induktion tiber 7. Im Fall
n=1ist
1
Y (ke —6k)=4-1°-6-1"=-2=1"-2.1" -1,
k=1

die Aussage also wahr. Setzen wir die Aussage daher fiir ein 7 als be-
reits bewiesen voraus. Unter Verwendung des binomischen Lehrsatzes

gilt dann:
n+1 n
Y (4 —6k*) =4(n+1)° —6(n+1)*+ Y (4k° — 6K?) =
k=1 k=1

1Y) 4n+1P3 —6(n+1)24n* —2n*> —n=

4(n® +3n% +3n+1) — 4> +2n+1) —2(n +1)?
+nt—2n* +1—-(n+1) =
= <n4+4n3+6n2+4n+1> —2n+1)* = (n+1) =
=m+1D*=2(n+1)>—(n+1)

[ Sei r € INg beliebig vorgegeben. Der Induktionsanfang lautet hier

r—1 1

G(1) =] +1)

1=0 :o

1 £ 1
=71 [Ta+n = H_—lGrJrl(l)-
1=0
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g

Gehen wir daher zum Induktionsschritt tiber:
n+1
Z Gr Gr Tl + 1 + Z Gr =
k=1
LV. 1
e G(n+1)+ mcrﬂ(”) =
11 LT
=|[n+1+)+—]|(n+1)=
1=0 r+15
1 r—1 r—1
= r+D)]Jn+1+1)+n][(n+1+1) | =
r+ 1=0 1=0
= r+1H(”+l+1 ((r+1)+n) =
= L Q140 = L Gt
T+l 1

J

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Friihjahr 2016, T1A3)

Bl Die Menge D ist ein Gebiet mit (0,0) € D, wegen ||x|| # 1 fiir (x1,x2) € D

ist f auf D stetig. Mit der umgekehrten Dreiecksungleichung folgt

(V)
[l = lyll| < =1l

also ist || - ||: R* — R Lipschitz-stetig. Daraus folgert man leicht, dass
auch die Abbildung x — 1 — ||x|| Lipschitz-stetig ist. Betrachte nun fiir

[|x]| < 1die Abbildung x — ;- ||XH Sei U eine offene und gentigend kleine

Umgebung eines Punktes x; € D, sodass der Abschluss U ebenfalls in
D liegt. Dann ist U beschrankt und abgeschlossen, also kompakt, sodass
x +— (1—|x|))~! dort ein ein Maximum M annimmt. Wir erhalten fiir
xp e U:

H 1 || _ H ||x2||) — (1 - ||x1||)
T—[xal ||xz|| ( =[x [) (X = [Jx2[[)

wobei L die Lipschitz-Konstante von x +— 1 — ||x|| beschreibt. Somit ist
X zumindest lokal Lipschitz-stetig. Insgesamt haben wir damit

< L-M2||x1 — x|,

1- HXH
gezeigt, dass die Komponentenfunktionen f; und f, von f Lipschitz-stetig
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sind. Seien L, L, die zugehorigen Lipschitz-Konstanten. Dann gilt

|f(va )| = fulxn, 1) + falrn, 12)2 < /I3 + 13 = L

Also ist auch f selbst Lipschitz-stetig beziiglich x. Damit folgt aus dem
Globalen Existenz- und Eindeutigkeitssatz, dass das angegeben Anfangs-
wertproblem eine eindeutig bestimmte, maximale Losung hat.

Sei I = Ja,b[ und x = (x1,%): I — R? eine Losung der Gleichung,
dann gilt laut Definition einer Losung insbesondere || (x1 (), x2(¢))| < 1
fir t € I. Es ist ||x(t)|| > |x1(t)|. Fur die erste Komponente gilt die
Abschédtzung

t 1
x1(t) :/0 1—||(x1(s), x2(s)

t
dsz/ 1ds =t
)| 0

Wire also b > 1, so wire 1 € I und ||x1(1)|| > 1 — im Widerspruch dazu,
dass laut Definition einer Losung x(t) € D fiir alle t € I gelten muss.

Wir verwenden nun den Satz vom Randverhalten maximaler Losungen:
Wegen x(t) € D ist ||x|| durch 1 beschridnkt, b = co hatten wir gera-
de ausgeschlossen, also kommt nur lim;_,; dist(||x(¢)||,dD) = 0 infrage.
Zusammen mit dD = {x € D | |x| = 1} bedeutet dies gerade, dass
x(b) = lim;_,;, x(t) existiert und |x(b)| = 1 gilt.

Fiir die letzte zu zeigende Aussage schreiben wir die Punkte der Trajek-
torie {(x1(t),x2(t)) | t € I} als Graph einer Funktion xp(x7). Aus der
Differentialgleichung folgt unter Verwendung der Kettenregel

Sea() = £2m() - F20

dx dx dxg\ 7!
chj - ditz' (dt1> =[x, 22)[| (1= [| (1, x2) 1) -

Die zugehorige Integralgleichung lautet

naa) = [ 161~ w)) 4,

wobei der Integrand wegen 0 < ||(x1,x2)|| < 1 nicht-negativ ist. Wir
schitzen den Integranden geeignet nach oben ab: Betrachte dazu die
Funktion g(t) = t(1 —t) = —2 4+ t. Es gilt ¢’(t) = 0 genau fiir t = 1,

also hat diese bei (%, 1) ein Maximum. Der Integrand ist nun gerade




154 4 Analysis: Aufgabenlosungen nach Jahrgangen

<(][(x1,x2)|]), also folgt fiir x; € ]0,1]

11 1 1
< — = — —.
x2(x1) < /0 i dt <y

Insbesondere haben wir also 0 < x,(b) < %.

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Friihjahr 2016, T1A4)

B Sei A: I — R eine Losung der Differentialgleichung. Angenommen, die
Ableitung A’ besitzt eine Nullstelle T € I, d.h. A’(t) = 0. Dann folgt

0=A'(7) = f(A(1)),

sodass A(T) eine Nullstelle von f sein muss. Die konstante Funktion
t — A(7) ist dann eine Losung der Differentialgleichung, die auf ganz
R definiert ist. Da f stetig differenzierbar ist, ist der Globale Existenz-
und Eindeutigkeitssatz auf die Differentialgleichung anwendbar, sodass
t — A(7) die eindeutige maximale Losung von

¥ =f(x), x(1)=A71)

ist. Nun ist A ebenfalls eine Losung dieser Differentialgleichung, weshalb
A eine Einschrankung dieser konstanten Losung sein muss. Insbesondere
ist A selbst konstant.

Sei A eine nicht-konstante Losung, dann folgt aus dem gerade Gezeigten,
dass die Ableitung A’ keine Nullstelle hat. Folglich muss fiir alle t € I
entweder A(t) > 0 oder A(t) < 0 gelten. Das bedeutet gerade, dass A
entweder streng monoton steigend oder streng monoton fallend ist.

[} Betrachte als Gegenbeispiel die Funktion f: R — R, x + +/|x|, welche
stetig, aber nicht stetig differenzierbar in 0 ist. Das Anfangswertproblem
x = f(x),x(0) = 0 besitzt dann die Losung

12 g
1t fur ¢
AR R, t—<4 l_.lr >0,
0 fur t <0.
Auf diese Losung trifft keine der drei Charakterisierungen aus Teil EJ

zu, denn es ist A(—1) = A(0), also ist A nicht streng monoton, wegen
A(2) =1 # A(0) aber auch nicht konstant.
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Losungsvorschlag zur Aufgabe (Friihjahr 2016, T1A5)

Bl Betrachte zunichst fiir n € IN die Ableitung
1 —1) —=x 1 _x
fale) = e it (S ) e = e i ).

Die Ableitung verschwindet also genau dann, wenn x = #n gilt, und
hat dort einen Vorzeichenwechsel von + nach —. Folglich besitzt f,, ein
globales Maximum bei 1 und es gilt fiir alle x € R] unter Verwendung
von fy(x) > 0, dass

fal@)] = fulx) < fuln) = e = L.

Fiir ein vorgegebenes ¢ > 0 wihle nun N € IN so grofs, dass N > 5, dann
gilt fiir alle n > N und x € [0, 0], dass

1_ 1
) < e <N <% =¢

Dies zeigt die gleichméRige Konvergenz der Folge (fu),en auf [0, 00]
gegen 0.

NI%

Da es sich bei dem gesuchten Integral um ein uneigentliches Integral han-
delt, lassen sich Grenzwertiibergang und Integration nicht ohne Weiteres
vertauschen. Wir berechnen stattdessen mittels partieller Integration eine
Stammfunktion:

— —1 1
/%e_”" dx = {xe_x”‘] — / —e M dx = —=(x +n)e /",
n n n n
Daraus ergibt sich fiir n € IN

/fn dx—hm/fn )dx = lim 1— S(R+4n)e R/ —1.

R—o0 n

Somit ist der gesuchte Grenzwert lim;, o f fu(x)dx =limy 001 = 1.

Ist 0 < g < 1, so konvergiert } ° ;4" als geometrische Reihe, also muss
(9")nen gegen 0 konvergieren. Aufgrund der Stetigkeit von f folgt, dass

lim f(7") = f(hmq) £(0) = 0.

n—oo n—o00

Das bedeutet, die Folge (f(x")), cp konvergiert auf [0, 1], und damit fast
iiberall auf [0, 1], punktweise gegen 0.
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Die Folge f(x") konvergiert im Allgemeinen jedoch nicht gleichmaBig
auf [0,1[ gegen 0, weshalb wir hier nicht analog zu Teil E] argumentieren
konnen. Wir verwenden daher den Satz iiber majorisierte Konvergenz.
Dieser besagt, dass sich Grenzwertbildung und Integration auch dann
vertauschen lassen, wenn die Funktionenfolge f; fast tiberall punktweise
gegen f konvergiert, und es eine integrierbare positive Funktion g gibt, so
dass |f(x)] < g(x) fur x € I gilt.

Die erste Voraussetzung haben wir bereits gezeigt. Zusitzlich ist f als
stetige Funktion auf dem kompakten Intervall [0, 1] beschrinkt, d.h. es
gibt ein ¢ € R, sodass |f(x)| < ¢ fiir alle x € [0, 1] gilt. Wegen x" € [0, 1]
fiir alle x € [0,1] ist insbesondere auch |f(x")| < ¢ fiir alle n € N, also
auch |f(x)| < c. Damit folgt mit dem eben zitierten Satz

1
nll_I}I;lo/f ) dx = ; nll_I}I;of dxz/()dezO.

Losungen zu Thema Nr. 2

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Friihjahr 2016, T2A1)

Das Integral existiert, da das Nennerpolynom in R nullstellenfrei ist und
sein Grad um mehr als 2 groBer als der des Zihlerpolynoms ist. Fiir R € R
definiere die Wege

71:[-R, Rl = C, t—t, Y2:[0,71] = C, t+ Re'.

Diese Wege bilden zusammen einen geschlossenen, in C nullhomologen Weg,
der sein Inneres genau einmal umlduft. Nach dem Residuensatz gilt daher

/ f(z) dz = 27i - ZRes(f;a),
Y1¥72

aeM
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wobei f(z) = ﬁ und M die Menge der von 71 * 7, umlaufenen Singulari-

taten von f bezeichnet. Ist z eine Nullstelle des Nenners, so gilt
2= =-3]=3 & |z/=V5
Also existiert ein ¢ € [0,27[, sodass z = /3e1¢. Die Aquivalenz
2=-3 & 3% =37 < 6ip=in+2kni (keZ)
liefert somit die Nullstellen

71 = %@iﬂ/6, zy = \5/§e3i7r/6l z3 = \6/§€5in/6/

24 = §37M/6 g = §3ON/6 5 — §3MiN/6
Da nur z1,z; und z3 positiven Imaginarteil haben, werden nur diese drei
Punkte von 7 * 9, umlaufen. Auflerdem sind séamtliche Nullstellen einfache

Nullstellen von z° + 3, also Pole 1. Ordnung von f. Die Residuen berechnen
sich daher zu

2 2 2
Res (f; zl):§, Res (f; zz):§, Res (f; 23):§.
1 2 3

Ihre Summe betragt

—_

. (675711‘/6 4 o 157i/6 +67257ri/6> _

O8]
»—\g
W
Q1

. (e—sm/e 4 7/2 +e—ni/6) _

f3.\6/§5

—_

: (cos(_gn) +isin(%) —i—l—cos(%r) —}—isin(%r)) =

3.3
1

W - (=2i).

Man erhalt daher
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Nun fehlt noch die obligatorische Abschédtzung fiir den oberen Integrations-
weg. Es gilt fiir R > /3:

7| 2-iRe' v) 7 2R
" f(z) dz| < 0 |Roeb +3 = Jo ||ROe0i| —3]
(™ 2R _ 27nR
o RE—3 "  R6-3

Diese zeigt, dass das Integral entlang 7, fiir R — co verschwindet. Jetzt muss
nur noch alles zusammen gesetzt werden:

/_O:of(x) dlegiirgo </71*sz(2) dz — ’Yzf(Z) dz) = 3%5,

& J

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Friihjahr 2016, T2A2)

Bl Definiere die Funktion

fR® = R%  (txy)— (y, —sin(x)).

Diese ist lokal Lipschitz-stetig beziiglich der zweiten Komponente, da

0 1
a(x’y)f(t,x,]/) - (— COs X O)

stetige Eintrdge hat und deshalb stetig ist. Auerdem gilt fiir alle (¢, x,y) €
R3 die Abschitzung

, 2) ,
£ x, )l = Nl (y, —sinx)[| < [[(y, 0)] + [[(0, = sinx)|| =

= \/y>2+ \/sin(x)2 < \/x2+y2+1 = |[(x,y)|| + 1.

Dies zeigt, dass f linear beschrankt ist, sodass das gegebene Differential-
gleichungssystem eine auf ganz R definierte eindeutige Losung ¢,,: R —
R? zum Anfangswert zy = (xo, yo) € R? besitzt.

[ Man berechnet
VF(x,y) = (s1;1x> .

Sei ¢, (t) eine Losung der Differentialgleichung, so gilt

im0~ 1m0 = (50 (0)) o
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Betrachte die Funktion
H:D =R, (xy)— %yz —cosx +1,

wobei die Menge D definiert ist als
D:{(x,y)elR2|—7t<x<7'c}.

Diese ist eine Lyapunov-Funktion fiir die gegebene Differentialgleichung,
denn wie in Teil [ ist (VH(x,y), f(t,x,y)) = 0 und es gilt

H(x,y):%yz—cosx—f—lz %y2_1+12 %yzzo.

Dabei gilt H(x,y) = 0 genau dann, wenn (x,y) = (0,0), denn ist y # 0,
so ist auf jeden Fall H(x,y) > 1y > 0, und ist y = 0, so ist

H(x,00=0 < —cosx—1=0 <& cosx=1 & xe2nZ.

Da wir unsere Betrachtungen auf den Streifen D beschrankt haben, muss
in diesem Fall x = 0 sein. Insgesamt zeigt dies, dass (0,0) ein stabiles
Gleichgewicht ist. Jedoch kann (0,0) kein asymptotisch stabiles Gleichge-
wicht sein, denn fiir eine Losung A: R — R? mit limy_seo A(t) = 0 muss
wegen der Stetigkeit von F auch lim; . F(A(t)) = F(0,0) = —1 gelten.
Nach Teil [J] ist F konstant entlang jeder Trajektorie, daher kann dies nur
erftillt sein, wenn A bereits die konstante Nulllgsung ist.

Das Phasenportrait sieht folgendermafien aus:

@

A NNl
N ZZANNS

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Friihjahr 2016, T2A3)
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Wir bestimmen zunéchst das charakteristische Polynom von A:

1-X 2 3
xa=det| 4 5-X 6 |=-X(X*-15X-18).
7 8 9-X

Die Eigenwerte von A sind daher 0 und

_15+£y225+72  15+3V/33
- 2 T2

As

Dabei ist Ay > 0und A— < 0. Dar = (1,—2,1) eine Ruhelage ist, muss
dieser Vektor im Kern von A liegen. Auflerdem ist A diagonalisierbar, da
A drei verschiedene Eigenwerte hat und die algebraische und geometrische
Vielfachheit daher beide jeweils 1 sind. Seien v bzw. v_ Eigenvektoren zu
den Eigenwerten A, bzw. A_, dann haben alle Losungen der Gleichung
x = Ax die Form

ae* o +berto_ +cr

fir a,b,c € R. Ist a # 0, so divergiert die Losung fiir t — co. Wegen
lim;_,c e’ = 0 konvergieren ansonsten die Losungen gegen cr. Diejenigen
Losungen, die fiir t — oo gegen r konvergieren, sind also genau die Losungen
der Form

b-etto_ 47

fiir ein b € R und die zugehorigen Anfangswerte fiir t = 0 sind bv_ + .
Den Hinweis interpretieren die Autoren so, dass v_ nicht explizit berechnet
werden braucht.
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Losungsvorschlag zur Aufgabe (Friihjahr 2016, T2A4)

B Richtig. Laut Definition ist eine Funktion f: [a,b] — R gleichmagig stetig,
wenn es fiir jedes € > 0 ein 6 > 0 gibt, sodass

If(x)—f(y)| <e furalle x,y€[ab] mit|x—y|<d.

Sei nun € > 0 und nehmen wir widerspruchshalber an, dass kein solches
J existiert. Dann gibt es fiir jedes n € IN Punkte x,,y, € [a,b] mit

[t <5 aber If(un) = flw)l > e

Wir betrachten im Folgenden die so erhaltenen Punkte als zwei Folgen
(xn)nen und (Yn)nen. Beide Folgen sind beschrinkt, da sie im Inter-
vall [a, b] liegen. Nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl enthélt (x,),eN
(und analog (yn)sen) somit eine konvergente Teilfolge (xy, )ken (bzw.
(Yn, )ken), deren Grenzwert wiederum in [a,b] liegen muss, da dieses
Intervall abgeschlossen ist. Wir notieren xg = limy_,o Xy, Fiir k € IN
gilt nun

1 1 1
Xn, — <— & oxy——< < Xp, + —.
‘ y, ynk| nk 1y P Yy 1y e

und somit limy_,, ¥, = Xo. Aufgrund der Stetigkeit von f gilt nun aber
limy oo f(xn,) = f(limg_ooxn,) = f(x0). Dies bedeutet aufgrund der
Stetigkeit des Betrags

Tim [ () = f )] = | B £(x) = i £y | =] (30) = Fl0)| =0 < &,

wobei o = limy_, ¥y, und stellt damit einen Widerspruch zur Definition
der Folgen x; und y, dar. Die Annahme war also falsch und es muss ein
6 wie in der Definition existieren.

Falsch. Betrachte dazu die Funktion
frl-1,1]—=]-1,1, x> mit f]-1,1]—=]-11, x— Vx

Wegen f'(x) = 3x? ist f zumindest fiir x # 0 auf jeden Fall streng
monoton steigend. Im Punkt null gilt fiir beliebig kleines ¢ > 0, dass
f(—¢) <0< f(e), sodass auch dort f streng monoton steigend ist. Zudem
ist f als Polynom nattirlich stetig differenzierbar. Dennoch gilt fiir die
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Folge h, = nl—s mit limy, seo B, =0
3/, 3 1
lim Vi = V0 ﬁ:%:nzzoo.
n—s00 hy 3
Somit ist f ~! an der Stelle 0 nicht differenzierbar.
Anmerkung Die Aussage stimmt, wenn man zusétzlich f'(x) # 0 fiir
x € |a,b] voraussetzt — dann greift nimlich die Umkehrregel.
Richtig. Unter Verwendung der geometrischen Reihe erhilt man fiir alle
x € R mit |x| < 1 die Reihenentwicklung
1 S S 17k 2k
= = —1)kx2k,
f0) =112 1—( 12) 2 k;,( )z
Diese Reihe divergiert fiir x = 1, daher betrdgt ihr Konvergenzradius
genau 1.
& J

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Friihjahr 2016, T2A5)

B Sei r der Konvergenzradius von f. Da z2" fiir z = 1 keine Nullfolge ist
muss # < 1 sein. Fiir alle z € C mit |z| < 1ist f(z) = Y 2% eine
Teilreihe der geometrischen Reihe, daher gilt

[ee] " [ee]
<Y <Y <.
n=0 n=0

Also ist die geometrische Reihe eine konvergente Majorante, sodass » > 1

folgt. Zusammen ergibt das r = 1.
Alternative: Formel von Cauchy-Hadamard.

[ Eine kurze Rechnung zeigt:

(= )":zzz"“:

k-1
22 = -y 2
LTk

i ok+n i

Laut Aufgabenstellung ist |z| < 1, also auch |z|*" < 1 fiir alle # € N. Man
erhdlt deshalb aus obiger Gleichung unter Verwendung der Dreiecksun-
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gleichung die Abschitzung
FE) < If() |+le|2 < |f(z |+Zl—|f )| +k.

[ Aufgrund des Ergebnisses aus Teilaufgabe [§] haben wir

FIE) = [£((00)P)] < If(tp)| +k

fir alle t € [0,1[. Es gentigt deshalb zu zeigen, dass lim; »; f(t) = 0. Sei
N € NN vorgegeben, dann gilt fiir alle t € [0,1] die Abschitzung

N e A N-1
fy=Y >y #>Y # =N#

n=0 n=0 n=0

und daher auch N
lim f(t) > im Nt** = N.
£ £

Da N € IN beliebig gewahlt war, muss bereits lim; »; f(t) = co sein.

fl Angenommen, es gibt ein z € C mit |z| = 1, sodass sich f holomorph
auf eine Umgebung U von z fortsetzen ldsst. Wir zeigen, dass in jeder
Umgebung von z eine 2¥-te Einheitswurzel fiir ein gewisses k € IN liegt.
Die Behauptung folgt dann aus Teil [{.

Schreibe z = ¢/ und sei w = ¢/? € U mit z # w. Wahle k € IN so groS,

dass 0
Kk V-9
2 27

erfiillt ist. Dann gibt es namlich ein n € IN mit

> 2

0 27
2"5<n<2"% & 9<2—kn<go.

j2n
Es folgt, dass p = ¢’ 2 eine 2¥-te Einheitswurzel in U ist.

Losungen zu Thema Nr. 3

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Friihjahr 2016, T3A1)
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B Unter Verwendung der Reihenentwicklung der Sinusfunktion ist
« ( z—1 )2k+1

(z) =sin(z ") = Y (—1)F L.
f kgo (2k+1)!

Der Hauptteil der Laurentreihenentwicklung von f um 0 bricht also nicht
ab, sodass 0 eine wesentliche Singularitdt von f ist.

[} Die Funktion f hat nur die Singularitit 0. Wir berechnen zunichst die
Windungszahl von v um 0:

1 1 1 271
n(7,0) 27ti [y 27 2mi /0 e2it ie

2i (27 2i
= — 1 = —2mi = 2.
o /0 dt o 7Tl
Der Weg 7 ist nullhomolog in C, also kénnen wir den Residuensatz anwen-
den. Das fehlende Residuum lasst sich an der Laurentreihenentwicklung
von f aus Teil Bl ablesen, der Koeffizient vor z~1 berechnet sich namlich
mit k =0 zu Res (f; 0) = (—1)°- =1

1
(01!

/f(z) dz = 27ti -n(y,0) Res (f; 0) = 47i - Res (f; 0) = 4.
gt

Nehmen wir an, es gibt eine solche Folge von Polynomen. Aus der gleich-
maéfligen Konvergenz folgt, dass sich Integration und Grenzwertbildung
vertauschen lassen:

/f dz—[ynlgrolopn dz—nlglgofvpn(z)dz

Als Polynomfunktion ist jedes p, holomorph auf C, sodass nach dem
Cauchy-Integralsatz
/ pn(z) dz =10
v

fiir jedes n € IN gilt. Damit erhalten wir den Widerspruch

n—oo n—oo

4rti Ig /f(z) dz = lim/pn(z) dz = lim 0 =0.
g g

Die Annahme muss daher falsch gewesen sein.
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Losungsvorschlag zur Aufgabe (Friihjahr 2016, T3A2)

B Die Funktion f ist Quotient zweier Polynomfunktionen, wobei der Nenner
im Intervall [0, co[ nullstellenfrei ist. Deshalb ist f stetig. Da zusétzlich
der Grad des Nennerpolynoms um 2 grofer ist als der Grad des Zahler-
polynoms, ist f integrierbar.

Wir bestimmen zunéchst die Singularitdten von f (in C). Sei z € C eine
Nullstelle des Nenner, dann gilt

24+1=0 & 22=-1 = |z=1 & |z|=1
Es gibt also ein ¢ € [0,27], sodass z = ¢'? gilt. Wegen —1 = ¢/ folgt aus

P2=-1 & =" o Bip=rni+2kni (keZ),

dass die Singularititen von f durch z; = /3,2, = ¢ = —1 und
z3 = ¢7™/3 gegeben sind. Definiere nun fiir ein R € RT den Weg I als
Verkniipfung von

11:[0,R] = C, t—t, 72: [O,%ﬂ] — C, t — Re',

v3: [0,R] = C, t— (R—t)e 3.

Der Weg I ist nullhomolog in C und umléduft von den Singularitdten von
f nur z; einmal. Somit gilt nach dem Residuensatz

/Ff(z) dz = 27ti - Res (f; z1) .

Dabei ist
_ _e4m'/3/0R H(IER_—t)t)f‘ a @ _e4m'/3/RO 1J:t3 (=) dt =
_ _Ami/3 /OR 1 l . df — _ /3 4 —iz3 dz — _pAmi/3 Mf(z) dz,

wobei an der Stelle (x) die Substitution t — R — t angewendet wurde.
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Weiterhin gilt fiir R > 1 die Abschdtzung

q 27/3 | R2g2it d 27/3 R2 4
< —— | dt = e dt <
7 f(z) Z1 s /0 1 + R3e3it /0 |1 + R3e3zt| -
(V) /3 R2 27 R 2;m 1 R—c0
< —dt = - — 0
/0 |1 — R3] BR-1 3 R—-L

R2
unter Verwendung der umgekehrten Dreiecksungleichung bei (V). Daraus
folgt lim / f(z) dz = 0 und somit
72

R—o0

lim / f(z) dz = lim ( [ fl) e+ L FOLE NG dz) _

R—oo JT R—o0
= lim < f(z)dz+0+ (—e4ni/3) f(z) dz) =
R—o0 T
_1; _ Ami/3 _ 4m/3
= Jim (1-e%) [ f@ o= (1-77) [T ftx)
Umstellen dieser Gleichung ergibt
1 27riRes(f; z1)
/ flx 1— e#ni/3 R~>oo/ f@ 1—edmi/3 -

Wir miissen also nur noch Res (f; z1) berechnen. Bemerke dazu
lim,_,, [f(z)| = oo und

. z1 eirr/3
Zlglgl(z —21)f(z) = (21— ) (21 —23)  (@7/3 — i) (/3 — /3y
eiﬂ/3 e*in/3
- eZirr/3(1 _ 62i7r/3)(1 _ e4i7r/3) 141 — e2in/3 _ p4in/3
e*irf/?) e*in/3

—17'(/3

2-2cos T 2(1-(F))

UJI'—‘

Somit ist z1 ein Pol 1. Ordnung von f mit Res (f; z1) = %e’i”/?’. Schluss-
endlich:

2mRes (fiz1)  2mi e /3 2mi 1 B
/ flx _Ani/3 T 3 ] _ Anmi/3 T " ei/3 _ g5mi/3
2 1 27t
_ 2mi B i 77.[\[

3 /3¢ /3 3.2isink 3\f 9
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Losungsvorschlag zur Aufgabe (Friihjahr 2016, T3A3)

B Angenommen, es gibt eine solche biholomorphe Abbildung S — C. Es
wire dann auch f~': C — S holomorph und bijektiv, jedoch liegen
beispielsweise 2i und —2i nicht in S = im f~!, sodass f~! nach dem
Kleinen Satz von Picard konstant sein miisste. Eine konstante Funktion ist
aber nicht injektiv und deshalb nicht bijektiv.

[} Nach dem Maximumsprinzip fiir beschrénkte Gebiete wiirde eine sol-
che Funktion f auf dem Rand 90B;(0) der Einheitskreisscheibe ein Be-
tragsmaximum annehmen, d.h. es gibe ein zp € C mit |z9| = 1 und

|f(z)] <|f(z0)| =1 fiir alle z € B1(0). Dies vertrdgt sich jedoch nicht mit
[f(0)| = |2i] =2 > 1. Also kann es dieses f nicht geben.

B Der Satz von der Gebietstreue stellt sicher, dass f(U) C C wieder offen
ist. Es gibt daher ¢,¢' > 0, sodass die Umgebungen B(1) und By(—1) von
1 bzw. —1 in f(U) enthalten sind. Insbesondere gilt

/
—1-5€By(-1)Cf(U) und 145 €B(1)C f(U).
Es gibt daher z, w € U mit

f(z):—1—§<—l undf(w)=1+§>l.

. o 2 .
d] Betrachte die Folge (zu)nen gegeben durch z, = rrEw ol dann gilt
limy, 00 2y = 0 und
. 1 . mi+4min . sl : . i .
lim e = lime 2 = lime2 2" = lim e2 =1i.
n—oo n—oo n—o0 n—oo
\\§ J

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Friihjahr 2016, T3A4)

Bl Definiere die Funktion
fiR* =R, (tx) (x> —1)sin(t),

dann schreibt sich die gegebene Differentialgleichung als x = f(t, x). Fiir
die partielle Ableitung von f nach x berechnet man

dxf(t,x) = 2xsin(t).

Also ist f auf ganz R partiell stetig differenzierbar nach x, sodass f
dort lokal Lipschitz-stetig beztiglich x ist. Nach dem Globalen Existenz-
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und Eindeutigkeitssatz gibt es daher eine eindeutige maximale Losung
A: I — Rvon x = f(t,x) zum Anfangswert x(0) = 0.

Die Differentialgleichung besitzt die konstanten und auf ganz R definier-
ten Losungen t — 1 und t — —1. Da sich Losungskurven maximaler
Lésungen nicht schneiden konnen, folgt aus —1 < A(0) = 0 < 1, dass
—1 < A(t) < 1 fir alle t € R gilt. Gdbe es ndmlich ein t; € I, sodass
A(ty) > 1 ist, so miisste es nach dem Zwischenwertsatz auch ein t, € I
mit A(;) = 1 geben. Damit hitten wir aber einen Schnittpunkt der Lo-
sungskurven von A und f — 1 gefunden, den es nicht geben darf.

Da weiterhin der Rand von R? leer ist und wie gesehen A(t) beschrankt
ist, muss A nach der Charakterisierung des Randverhaltens maximaler
Losungen auf ganz R definiert sein.

[} Das Differentialgleichungssystem ist hamiltonsch, wie man sieht, indem
man die Integrabilitidtsbedingung tiberpriift:

0x(—2y) + 9y (2x +4x°) = 0

Eine Hamilton-Funktion ist dann gegeben durch
Y X
H(x,y) = / —2vdv — / 2w+ 4w? dw = —y? — x* — x4
0 Jo

Die Hamilton-Funktion ist ldngs jeder Trajektorie des Systems konstant,
die Trajektorien sind also Teilmengen der Mengen

N(g) = {(x,y) e R*| H(x,y) = H(§)} =

{(xy) e R0 < y* +2*+x* = —H()}

C{(xy) ER* | > +y* < —H(E)} = B_p ) (0).

Damit sind die Trajektorien in der kompakten Menge B_p;(#(0) enthalten,
bleiben also insbesondere beschrankt. Zusammen mit der Tatsache, dass

auch hier der Rand des Definitionsbereiches leer ist, bedeutet dies, dass
die zugehorige Losung auf ganz R definiert sein muss.
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Priifungstermin: Herbst 2016

Thema Nr. 1
(Aufgabengruppe)

Aufgabe 1 — S. 175 2+ 4 Punkte

Bl Sei U C C offen und f: U — C holomorph. Fiir ein zy € U gelte |f(z)| <
|z — zo|* mit & > 1. Zeigen Sie f(z9) = 0 und f’(zg) = 0.

Sei A € R und sei u: C — R gegeben durch u(z) = x* + Ay? fiir z = x + iy.
Bestimmen Sie alle A, fiir die u# Realteil einer ganzen Funktion f: C — C ist.
Geben Sie fiir diese A alle zugehdrigen ganzen Funktionen an.

Aufgabe 2 — S. 176 3+ 3 Punkte

Bestimmen Sie fiir jede der Singularititen von f im Komplexen den Typ und
berechnen Sie das Integral f‘ 2j=4 f(2) dz fiir

sin(z)

Elf(Z) = Elf(Z) = Sin(el/z).

Aufgabe 3 — S. 178 3+ 3 Punkte
Gegeben sei das Anfangswertproblem
y = —tan(y)eY,  y(0) = -1

Zeigen Sie, dass das Anfangswertproblem eine eindeutige Losung auf R4 =
[0, o[ hat.

[} Bestimmen Sie limy_,co y(x).

Aufgabe 4 — S. 179 1+1-+4 Punkte
Wir betrachten die Funktion

F: R? - R?,
X 3
(x) . (excgs(y+x3)>
y e*sin(y + x°)

B Zeigen Sie, dass F beliebig oft differenzierbar ist.
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[ Berechnen Sie die Jacobi-Matrix DF.
Berechnen die den Fldcheninhalt der Menge

Q::{F(x,y)|0§y§x§1}§]R2.

Aufgabe 5 — S. 180 6 Punkte

Betrachten Sie das Differentialgleichungssystem

X = —x% 4 2x%y — xy?,
y =23 — 1 + Py 2yt

Bestimmen Sie alle Ruhelagen und untersuchen Sie diese auf ihre Stabilitat.

Thema Nr. 2
(Aufgabengruppe)

Aufgabe 1 — S. 181 242+ 2 Punkte

B Gegeben sei die Funktion f(z) = 227,z € C. Bestimmen Sie alle Punkte, in
denen die komplexe Ableitung f'(z) existiert.

[ Die Funktion h(z) = (271)238(;;% sei fiir alle z € C definiert, fiir die der
Nenner nicht verschwindet. Bestimmen Sie fiir jede Singularitit von 4 (in C)
den Typ.

Ist z = oo eine Singularitdt von h? Falls ja, von welchem Typ?

@ Sei D das Dreiecksgebiet in der komplexen Ebene, das durch die Punkte
04 0i,14 0i und 1 + 7 aufgespannt wird. Sei weiter  ein Weg, dessen Spur
den Rand von D gegen den Uhrzeigersinn einmal durchlduft. Berechnen Sie

das Wegintegral
/ |z|? dz.
r
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Aufgabe 2 — S. 183 24242 Punkte

Welche der folgenden Aussagen sind wahr? Begriinden Sei Ihre Antwort.

B Jede tiberall partiell differenzierbare Funktion f: R* — R ist stetig.
p g

Sei (2 ein Gebiet in C und f: (2 — C eine holomorphe Funktion, und es gebe
ein zg € (2 mit
f(zo)| < If(z)] VzeQ.

Dann ist f konstant.
[} Die Funktion

x?sin(1/x) farx >0
0 firx <0

f:]R—)]R,f(x):{

ist auf ganz R differenzierbar.

Aufgabe 3 — S. 184 2+ 4 Punkte
Zeigen Sie, dass fiir jedes n = 1,2, ... gilt:
27T |
m o4, TT(2n)!
/0 (cos(0))™" db = T ()2

Fiir jedes R > 0 sei der geschlossene Weg yr = 1 + 72 + y3 (der also zuerst
Y1, dann 7, und zuletzt 3 durchlduft) definiert durch

71(x) = x, x € [0,R]
72(6) = Re”, 0 €0,7]
73(t) = —te™/4, te[—R,0].

Betrachten Sie das Wegintegral | ¢ dz, um zu zeigen, dass die uneigentli-
TR
chen Integrale

/ sin(x?) dx und / cos(x?) dx
0 0
gleich sind und den gemeinsamen Wert \/g haben.

Hinweis Sie diirfen ohne Beweis verwenden, dass fom et = 4 und dass
sinu > 2;" fur alle 0 < u < /2 gilt.
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Aufgabe 4 — S. 186 24242 Punkte

Sei auf R® das Anfangswertproblem

x! yz X x(0) 1
() ()0 ()0
z/ xy z z(0) 1

(£)
gegeben und sei u(t) = (ﬁ(t) ,t € ] dessen maximale Losung.
t)

B Man zeige: Die Funktionen

Ei(x,y,z) = X2 — y2 und Ex(x,y,z) = y2 — 72

sind erste Integrale von v. (Ein erstes Integral ist eine Erhaltungsgrofie, also
eine differenzierbare Funktion E, deren Ableitung lings des Vektorfeldes v
verschwindet, d.h. E'(x,y,z)v(x,y,z) = 0. Ein erstes Integral ist demnach auf
Integralkurven konstant.)

[ Man zeige: Fiir t nahe 0 gilt a(t) = —B(t) = v(t).
Hinweis Es gilt E;(u(t)) = E;(u(0)) fiir alle t,i = 1, 2.

Man bestimme die Losung u(f) und das maximale Definitionsintervall J.

Aufgabe 5 — S. 187 242+ 2 Punkte

Gegeben sei die Funktion f: R x R — R, (t,x) + | cos x| + t?. Man zeige:

Bl Es gibt ein Intervall | — 6, [, auf dem das Anfangswertproblem x’ = f(t,x),
x(0) = 0 eine und nur eine Lsung besitzt.

[ Ista(t),t € |a,b] mita < 0 < b eine Losung des vorstehenden Anfangswertpro-
blems, so ist &(s) = —a(—s),s € |—b, —a[ ebenfalls eine Losung.

Sei a(t), —oo <t <t < tt < 400 die maximale Losung des Anfangswertpro-
blems.

(i) Esgiltt™ = —tT.
Hinweis Man verwende [J].
(ii) Es giltt~ = —oo,t" = co.
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Thema Nr. 3
(Aufgabengruppe)
Aufgabe 1 — S. 189 6 Punkte

Seien f,g: C — C holomorphe Funktionen mit g o f = 0. Zeigen Sie, dass g =0
oder f konstant ist.

Aufgabe 2 — S. 189 14+1+2+2 Punkte

Es sei « > 0 ein gegebener Parameter. Betrachten Sie die Folge (fu)yen von
Funktionen f,;: R — R mit

i 20
fol) = SUTY)  falls x # 0
0 falls x = 0.

Beweisen Sie:

Jede Funktion f, ist stetig.

[ Die Folge (fu)nen konvergiert punktweise gegen die Nullfunktion.

Falls a < 1/2, so konvergiert die Folge (f,),en gleichmaBig.
Hinweis Es gilt |sinz| < |z| fiir alle z € R.

Falls « > 1, so konvergiert die Folge (f,),en nicht gleichmégig.

Aufgabe 3 — S. 190 6 Punkte

Sei
S={zeC:0<Imz <67}

sowie , T T
T::{z=re“"€C\{0}:r>O,—Z<g0<z}.

Geben Sie ein biholomorphe Abbildung ¢: S — T an mit

i, 9(e) = o
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Aufgabe 4 — S. 191 6 Punkte

Sei f: R xR" — R",(t,x) — f(t, x) eine stetige Funktion, die beziiglich der
Koordinate x Lipschitz-stetig ist. Zeigen Sie, dass das Differentialgleichungssystem

£ = £(t,%)

genau dann autonom ist (d. h. f(t, x) ist von t unabhéngig), wenn mit jeder Losung
@: Ja,b] — R" der Differentialgleichung und jedem 7y € R auch ¢,: Ja —,b —
¥[ = R", ¢, (t) = @(t + ), eine Losung ist.

Aufgabe 5 — S. 192 241+ 3 Punkte
Bl Gegeben sei ein autonomes Differentialgleichungssystem x = f(x) mit einer
stetig differenzierbaren Abbildung f: R" — RR", die f(0) = 0 erfiillt.

(i) Definieren Sie den Begriff der asymptotischen Stabilitdt der stationdren
Losung 0 des Systems.

(if) Geben Sie ein hinreichendes Kriterium fiir die asymptotische Stabilitdt der
stationdren Losung 0 an, welches die totale Ableitung Df(0) von f in 0
verwendet.

[ Priifen Sie, ob die stationdre Losung 0 des Systems

X1 = X%X2 + sin xp

Xy =2(1—e") —3xy + x1x3

asymptotisch stabil ist.
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Losungen zu Thema Nr. 1

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Herbst 2016, T1A1)

Bl Einsetzen von z = zj in die Voraussetzung ergibt sofort |f(z)| < 0, also
flz0) = 0.
Entwickeln wir f in einer Umgebung von zp in eine konvergente Po-
tenzreihe f(z) = Yo oan(z —20)", so ist a9 = f(z9) = 0. Sei h(z) =
Yoy an(z — z9)" !, dann haben wir f(z) = (z — zp)h(z) und fiir alle
z # zp gilt

@) =1z -20h(z)| < lz—z0|* & |h(z)| <]z —zo|*".
Da h als holomorphe Funktion stetig ist, folgt (beachte & — 1 > 0)

IERT . . a—1 _
h(z0)| = Jim [1(2)] < Jim [z — 21" =0,

also ist h(zp) = 0. Wegen f’(z9) = a1 = h(zg) = 0 ist damit der Aufgaben-
stellung Geniige getan.

Wir bestimmen A so, dass u eine harmonische Funktion ist und berechnen
zunédchst

Fu(x+iy) =0:(2x) =2, du(x +iy) = 3y (2Ay) = 2A.
Daraus folgt fiir x + iy € C
(Au)(x+iy) =0 < 242A=0 < A=-1

Im Fall A = —1 ist u also der Realteil einer ganzen Funktion f.

Den zugehorigen Imaginérteil v bestimmen wir wie auf Seite 273 beschrie-
ben. Es muss aufgrund der Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen gel-
ten:

dyv(x +iy) = dyu(x+iy) =2x und 9,v(x +iy) = —dyu(x +iy) = 2y.
Durch Integration der zweiten Gleichung nach x erhalten wir

v(x,y) = 2xy +v(x,0)
und Integration nach y liefert

v(x,y) =2xy +0(0,y).
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Wertet man die erste Gleichung bei (0,y) aus, so erhilt man
v(x,y) = 2xy +v(0,0).
Schreibe ¢ = v(0,0), so ist fiir z = x + iy
f(z) = —y* +i(2xy +c) = x* +2ixy +i2y* +ic = (x +iy)* +ic = z* +ic.

Umgekehrt ist fiir jedes ¢ € R eine Funktion dieser Form holomorph und

hat u als Realteil.
_ J

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Herbst 2016, T1A2)

Bl Die Nullstellen des Nenners haben die Form z; = 7 + 2ki fiir k € Z.
Keine dieser Nullstellen ist doppelt, da die Nennerableitung durch e*
gegeben ist und e* = e’ # 0. Somit ldsst sich der Nenner von f schreiben
als (z — zx)gk(z) fiir eine holomorphe Abbildung g, mit gx(zx) # 0.
Betrachten wir zuerst k # 0: Wegen sin(z;) # 0 lasst sich f als f(z) =

(z— zk)’1% schreiben, wobei der zweite Faktor holomorph ist und

nicht verschwindet. Also ist 7t 4+ 2k7ti eine Polstelle erster Ordnung ist.

Im Fall k = 0 beachte, dass sin(71) = 0, aber sin’(71) = cos 7t # 0, sodass
der Zihler eine Darstellung der Form sin(z) = (z — m)h(z) fiir eine
holomorphe Funktion & mit h(7r) # 0 hat. Damit erhalten wir aber analog
zu eben fiir z £ 7

 G-mh(E) k()
&) = @ 3@

Der Quotient g ist holomorph auf By,(7), sodass die Singularitit 7t
hebbar ist.

Zur Berechnung des Integrals: es gilt Res (f; r) = 0, da 7t eine hebbare
Singularitét ist. Die restlichen Singularitdten liegen nicht im Integrations-
bereich, da fiir k # 0

|7t + 2krti| > |Im(7t + 2k7ti)| = |2kmt| > 4

gilt. Somit ist flz‘:4fdz =0.
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Die einzige Singularitdt der Funktion ist 0. Betrachten wir zunéchst das
Argument der Sinusfunktion. Hier gilt

Da in dieser Reihenentwicklung um 0 unendlich viele Glieder mit nega-
tivem Exponenten auftreten, handelt es sich bei 0 um eine wesentliche
Singularitit. Laut dem Satz von Casorati-Weierstrafs ist das Bild einer

beliebig kleinen punktierten Umgebung von 0 unter z +— exp(%) da-
her dicht in C und es muss Folgen (i, ),en und (v,),en geben, sodass
limy, 00 Uy = limy, 0 v, = 0, aber

lim exp ( 1n) -z und lim exp ( 1n) = TI.

n—sco 2 n—sco

Fiir diese Folgen gilt nun aufgrund der Stetigkeit der Sinusfunktion

r}grgof(un) = sin 2 =1 und nh_r)rolof(vn) =sinm = 0.

Damit ist auch die Singularitat 0 der Funktion f wesentlich. Wir berechnen
das Residuum, indem wir die Reihendarstellung von f betrachten:

(z) = in(e%)_ in ii _iﬂ iz;l 2k+1
f(z) =s =s k)T Ak \ AT

=0

o ; - 1. . -~
Wir zeigen zunéchst, dass der Koeffizient vor z~! in der Reihe (E;”:O zl—,)

tiir n € IN gleich 7 ist. Fiir n = 1 ist dies klar. Setzen wir die Aussage fiir
n als giiltig voraus. Dann gilt

o 1\ "] o L, I\" [

(B7) -(5%) (5%)-
:(1—|—nz*1—i—azz*z—l—...)(l—ﬁ—z*l—i—%272—1—...):
=1+ (nm+1)z 1 +...

und somit ist die Aussage auch fiir #n 4 1 wahr. Wir erhalten daher:

= P(2k+1) &
Res (f:0) = L (=V" 11 k;

k=0

= cos 1.
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Damit berechnet sich das gesuchte Integral mit dem Residuensatz zu

. (z) dz = 2miRes (f; 0) = 27micos 1.
z|=4

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Herbst 2016, T1A3)

B Sei D = Rx] — %, Z[ der Definitionsbereich der Gleichung. Die Funktion

f:R> - R, f(x,y) = —tan(y)e¥ ist wegen
9 — y
yf(x,y) = oy an(y)e

auf ganz D stetig differenzierbar und somit lokal Lipschitz-stetig. Da D
ein Gebiet ist, folgt aus dem Globalen Existenz- und Eindeutigkeitssatz,
dass das Anfangswertproblem eine eindeutige maximale Losung y auf
einem Intervall I = |a, b[ mit 0 € I besitzt.

Um zu zeigen, dass diese maximale Losung auf ganz R definiert ist, zei-
gen wir, dass die Losung des Anfangswertproblems beschrankt bleibt:
Angenommen, es gibt ein xg € I mit y(xp) > 0. Laut dem Zwischen-
wertsatz gibt es wegen y(0) = —1 < 0 ein x7 € ]0,xp[ mit y(x7) = 0.
Damit sind aber sowohl die Abbildung y als auch die Nullfunktion t — 0
Losungen der Differentialgleichung zur Anfangsbedingung y(xg) = 0. Da
die Nullfunktion auf ganz R definiert ist, ist sie die maximale Losung
dieses Anfangswertproblems, sodass y eine Einschrankung Nullfunktion
sein muss. Insbesondere ist y konstant — jedoch kann y wegen y(0) # 0
nicht die Nulllosung sein. Widerspruch.

Damit haben wir y(x) < 0 fir x € I. Wegen f(x,y) > 0 fir (x,y) €
Rx] — Z,0[ ist y streng monoton steigend, insbesondere ist also y(x) €
]—1,0[ fiir alle x € [0, b[. Folglich sind lim, , dist((x,y(x)),9dD) = 0 und
lim, ~, [y(x)| = co unmoglich. Laut der Charakterisierung des Randver-
haltens maximaler Losungen muss deshalb b = co gelten.

[} Die Losung y(x) ist durch 0 nach oben beschrénkt und monoton wachsend,
damit existiert der Limes und erfiillt limy_,o y(x) < 0. Nehmen wir
widerspruchshalber an, es gibt eine kleinere obere Schranke ¢ < 0. Dann
gilt fur x € Ry

y'(x) = —e/™ tany(x) > —¢  tanc > 0.
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\

Dies bedeutet jedoch

+/ dt>—1—|—/ —¢“tancdt = —1 — xe‘tanc "= oo

im Widerspruch dazu, dass y nach oben beschrédnkt ist.
J

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Herbst 2016, T1A4)

Die Komponentenfunktionen von F entstehen durch punktweise Addi-

tion und Multiplikation der beliebig oft differenzierbaren Abbildungen
(x,y) — x bzw. (x,y) — y sowie durch Verkettung mit Exponential- bzw.
Sinus-/ Kosinusfunktion, die ebenfalls beliebig oft differenzierbar sind.
Also sind die Komponenten und damit auch die Funktion F selbst beliebig
oft differenzierbar.

Es gilt

(DF)(x, 1) = e¥ cos(y + x3) — 3e*sin(y + x3)x?>  —e¥sin(y + x°)
V)= \e¥sin(y + 23) + 3e* cos(y + x3)x%  e¥cos(y+x3) )

B Seia={(x,y)|0<y<x<1} CR%Esgilt Q = F(A). AuBerdem
ist F|, injektiv, denn aus F(x,y) = F(x',y’) folgt wegen ¢* = |F(x,y)| =
{F(fx’,y’)| = ¢ sofort x = x'. Die Bedingung cos(y + x3) = cos(y’ + x?)
iefert weiter

y=y mod2m

und aufgrund der Definition von A bedeutet dies y = y’. Mit dem Trans-
formationssatz erhalten wir damit

vol(Q) = /Q 1d(x,y) = /A | det(DF) (x, )| d(x, ).

Als Vorbereitung berechnet man in einer nicht allzu aufwendigen Rech-

nung
| det(DF) (x, y)| = e**

Nun gilt (x,y) € A genau dann, wenn 0 < x <1 und 0 < y < x ist, also

1 prx 1
/A|dletDl-"(x,y)|d(x,y):/O /0 e? dydx*/ [yez"]y xdx—/o xe?* dy.
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Mittels partieller Integration erhalten wir schlussendlich

1 1 1 1 1
/ xe* dx = [1xezx] - 162" dx = {1xezx} - [162"] =
0 0 02 2 0 4 0
1, 1, 1 1.5,
5 €= 4( +1).

. J

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Herbst 2016, T1A5)

Wir 10sen zunéchst

2ty —xP=0 & —x(x®*-2xy+y*)=0
& —x(x—y)?*=0.
Daraus erhalten wir x = 0 oder x = y. Im ersten Fall liefert die zweite

Gleichung
P +2at=0 & Py-1) =0

Wir erhalten die Ruhelagen (0,0) und (0, 3). Im zweiten Fall erhalten wir

28 -+t =0 & *-¥*=0 & P@x-1)=0

und somit erneut (0,0) oder (1,1). Tatsdchlich zeigt Einsetzen, dass (0,0),
(0, %) und (1,1) Ruhelagen des Systems sind.

Um diese auf Stabilitit zu untersuchen, versuchen wir zunéichst Linearisie-
rung. Bezeichnet f die Funktion der rechten Seite, so erhalten wir

([ —3x% +dxy — y? 2x2 — 2xy
(Df)(x,y) = ( —6x2 + 2xy =3y +x2+8y3 )"

onfod)- ()

woran wir sofort ablesen konnen, dass einer der Eigenwerte positiv, die
Ruhelage also nach dem Kriterium fiir linearisierte Stabilitat 7.30 instabil ist.
Fiir die Stelle (1,1) ergibt sich

Fiir (0, 1) ergibt sich

o= (0 7).
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Fiir diese berechnet man leicht die Eigenwerte 0 und 6. Da letzterer einen
positiven Realteil hat, ist wie zuvor auch die Ruhelage (1,1) instabil.

Da (Df)(0,0) die Nullmatrix ist, liefert Linearisierung hier keine Aussage.
Wir machen folgenden Versuch: Es gilt fiir (x,y) € R?

X —x3 + 2x%y — xy? _
y) ' \—23 -y +xPy+24) )

—x* 4+ 2x3y — x2y2 — 2x3y — y4 + x2y2 + 2y5 = —x*— y4 + 2y5.
Der letzte Term ist leider nicht auf ganz R2 negativ. Betrachten wir daher die

Einschrankung des Systems auf die Menge D = {(x,y) € R? | y < }}. Fiir
(x,y) € D mity # 0 gilt nun

y<% = 2P <yt = —H+2°<0 = —F-ytyrop <o

Im Fall y = 0 gilt zumindest, falls x # 0, dass —x* < 0. Somit haben wir

X —x3 + 2x%y — xy? <0
y) \—2x3 — y® + 22y + 2%

fur alle (x,y) € D\ {(0,0)} gezeigt. Nun ist (x,y) gerade der Gradient der
Funktion V: D — R, (x,y) — %xZ + %yz. Bei V handelt es sich also um
eine Lyapunov-Funktion fiir das auf D eingeschrankte System. Es gilt ferner
V(0,0) =0 und V(x,y) > 0 fiir (x,y) # (0,0). GemasB der direkten Methode
von Lyapunov ist die Ruhelage (0,0) des auf D eingeschrankten Systems also
asymptotisch stabil. Das trifft dann auch auf die entsprechende Ruhelage
des auf R? definierten Systems zu.

. J

Losungen zu Thema Nr. 2

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Herbst 2016, T2A1) ‘

B Esistfirz=x+iyeC
fz) = (e +iy)(x —iy) = (x +iy) (2 +y*) = 2> + 0 +i(xy + ).

Da f reell analytisch ist, ist f genau dann in z holomorph, wenn dort die
Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen gelten:

dxRef(z) =9yImf(z) & 32+ =243 & 2=y
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sowie
dyRef(z) = =0y Imf(z) & 2xy=-2xy & xy=0.

Die zweite Gleichung liefert x = 0 oder y = 0, zusammen mit der ersten
Gleichung folgt in jedem Fall z = 0. Da fiir x = y = 0 andererseits beide
Gleichungen erfiillt sind, ist die Funktion genau im Ursprung holomorph.

[ Aufgrund von
(z—1)%(922 41222 +4) = (z — 1)*>(3z + 2)2
hat der Nenner von & die Nullstellen 1 und f%. Wir erhalten zunéichst

28 4 2%
h(z) = (z—1)g1(z)  mitg(z) = @;LZJ)FZZ

Die Funktion g7 ist holomorph auf einer Umgebung von 1, ferner gilt
g1(1) # 0. Somit ist 1 eine Polstelle dritter Ordnung. Analog gilt

-2 8 4
h(z) = % (z—l— ;) (z) mit g(z) = z(;—_zl;Z

Auch hier ist g holomorph auf einer Umgebung von —% und es gilt

92(—3) # 0. Damit ist —3 eine Polstelle zweiter Ordnung.

Zur Untersuchung des Punktes oo betrachten wir die Funktion h(%) Es
istfiirz #0

z

p(1) - 2 4zt 42 1+2% 4278
G122 P1-2PB-22)7

Wiederum gilt hier

WL Z -3 1+4z%+278
z) 7 (1-2)33-22)2

und der hintere Faktor ist auf einer Umgebung der 0 holomorph und
verschwindet in 0 nicht. Somit ist 0 eine Polstelle dritter Ordnung von
h(%) und dasselbe gilt fiir die Singularitat co von h.

Wir bemerken, dass der Integrand nicht holomorph ist und Integralsitze
hier keine grofSe Hilfe sind. Wir berechnen das Integral zu Fuf: v ist die
Verkniipfung der Wege

M) =t 7(t) =1+it,73(t) = (1-1)(1+1),
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wobei jeweils t € [0,1] ist.
Mit 9} (t) = 1 gilt zunéchst

1 1
1z[? dz :/ 2 dt = [Lﬂ _ L
7 0 3 lo 3

Ferner ist fiir 7} (t) = i, also

1 1,11 4
2 2y : 3 ;
. |z|* dz 0( +t9)i z[ +3 }0 3

Zu guter Letzt ist noch fiir y4(t) = —1—1

1
/%|z|2dz=(—1—1)/0 (1—1)2+(1—t)?dt =

1 1 12 2
=(-2-2i 1—t)2dt=(—2-2i)|—=(1—1t)> =-=—-Zi
(-2-20) [[(1=p2dt=(2-2)[-3(1 -] =-F-3i
Insgesamt erhalten wir
1 4 2 2 1 2
2 . . .
dz=-+2i-2-%i= 4%
/7|Z| F=3t3 73737313
& J/

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Herbst 2016, T2A2)

B Falsch. Betrachte die Abbildung

Xy
FR SR (1y) o {m falls (x,y) # (0,0)
0 falls (x,y) = (0,0).
Diese ist tiberall partiell differenzierbar. In Punkten (x,y) # (0,0) folgt
dies aus der totalen Differenzierbarkeit aufgrund des Quotientenkriteri-
ums. Im Punkt (0,0) betrachten wir zunéchst die Ableitung in x-Richtung.
Hier gilt

Fur die y-Richtung erhalten wir

=lim-=0.
t—0 t t—0 t
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Insbesondere existieren beide partiellen Ableitungen auch in (0,0). Zum
Nachweis der Unstetigkeit definiere die Folge (x4, ¥n)nen durch (x,, yn) =

(n, n) Es gilt

1
2

lim f(xn,yn) = lim = hm == ;éO f(lglgo(xn,yn))-

n—oo n—o00 1 >+ LZ n—»o0o0 2

[ Falsch. Die Aussage wire richtig, falls f nullstellenfrei ist (vgl. Minimum-
prinzip). Da dies nicht vorausgesetzt war, definieren wir auf dem Gebiet
Q = B1(0) die Funktion f: Q — C, z + z2. Diese Funktion ist holomorph.
Zugleich gilt nattirlich fiir zo = 0

If(z0)| =0 < |f(z)] VzeQ.

Andererseits ist aber f wegen f(1) = 1 # 0 = f(0) nicht konstant.

Wahyr. Die Bereiche x # 0 sind uninteressant, da dort die Differenzierbar-
keit aus der Produkt-/ Ketten- bzw. Quotientenregel folgt. Betrachten wir
den Fall x = 0. Wir berechnen

_ 2 i
tim L) = FO) o BSI0QA/R) e sing1/m) = o,
h—0 h h—0 h h—0
h>0 h>0 h>0

wobei die letzte Gleichheit aus sin(1/h) € [—1, 1] fiir alle h € R folgt.
Fazit: Die Funktion f ist an der Stelle 0 differenzierbar mit f'(0) = 0.
. J

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Herbst 2016, T2A3)

B Wegen cosf = 1 (e + ) gilt

2 2t /1 ., 1 L\
2n _ - if - —if
/0 (cos )" db = /0 (26 + 5e ) do.

Bezeichnet nun v den Weg y(t) = €' fiir t € [0,27], so wird das Integral zu

711 A\ () 1 /1 2
i - it — - -1
/0 (26 tae ) et 4t izznéz(z—'—z ) =

Der Integrand, den wir im Folgenden als f(z) bezeichnen, hat nur eine Sin-
gularitit bei 0. Wir berechnen das zugehdorige Residuum. Der binomische
Lehrsatz liefert zunachst
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2n 2n
£z) = %(z N % 3 <2k”)zkz—zn+k -y (2:> J2k-2n-1

k=0 k=0
Der Koeffizient von z~! ergibt sich fiir k = n und es ist dementsprechend

2n> (2n)! (2n)!

Res (f; 0) = (n T n—mm ~ ()

Damit ist der Wert des Integrals laut Residuensatz

1 o1 . (2n)t  m(2n)!
@/yz(z+z ) dt—izﬂ-Zm- ()2~ 2 1(py2°

Wir betrachten zunachst die Integrale getrennt:

/ eizz dz — /0 ei(ft)zei”/z(—ei"/4) dt = _ein/4 /O e,tz dt —
3 -R -R

R
= (/4 /0(—1)642 dt = —ei”/4/ et dt.
R 0

Dabei erhilt man die vorletzte Gleichung durch die Substitution ¢ > —t¢.
Ferner ist fiir R > 0 mit der Ungleichung aus dem Hinweis

2 /4
/ e dz §/
72 0
/4 _4R2g

:/n/‘lRe,RZsin(ZG) dGS/ Re~ 7 do
0 0

TR _4r?% /4 T _R2
= —@e T = ——€ +

ip2,2i0
ezR e

4 .
. |l'Rei9| de = /T(/ ReRe(iRZL’ZIg) do =
0

Z gy
0 4R 4R ’
Laut dem Cauchy-Integralsatz verschwindet das Integral | y ¢ dz, da der

Integrand holomorph auf C ist. Damit erhalten wir

0= / ¢ dz+ [ % dz+ [ €7 dz
m 72 73
Und da das Integral iiber 7, beim Grenziibergang R — oo verschwindet,
ist
2 i~2
lim [ ¢% dz=— lim [ €% dz.
R—o0 T R—c0 Y3
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Weiter erhalten wir wegen e = cos(x?) +isin(x?) fiir x € R unter
Verwendung des Integrals aus der Angabe

/Ooocos( )dx—i—z/oosm( 2) = i”/4 :<1 +i— >\2F

/7T
& /cos dx+z sin(x?) = §+Z

Vergleich von Real- und Imaginérteil liefert dann

/0 cos(x?) dx = \/z = /0 sin(x?

g J

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Herbst 2016, T2A4)

Bl Man berechnet fiir x, y,z€R

(VE2)(x,y,2), v(x,y,2)) = (0 2y —22)

yz
(V(E1)(x,y,2), v(x,y,2)) = (2x =2y 0) (zx) =0,
Xy

yz

zx | =

Xy

[ Dem Hinweis folgend bemerkt man zuerst E1(1(0)) = E;(1,—1,1) =0 =
E>(1,—1,1) = E»(u(0)). Dementsprechend folgt

a?(t) = B2(t) = 0 = B2(t) — 72 (1).

Damit muss a(t) = £p(t) und B(t) = +7(¢) sein. Im Punkt t = 0
gilt «(0) = —B(0) = (0) aufgrund der Anfangsbedingung. Wir zeigen
nun, dass es eine Umgebung der 0 gibt, in der a(t) = —p(t) gilt. Der
Nachweis von —B(t) = 7(t) kann analog gefiihrt werden. Die Gleichheit
a(t) = —B(t) = v(t) gilt dann im Schnitt dieser beiden Umgebungen.

Da « und B stetig sind, gibt es nach dem e--Kriterium zu jedem & > 0
jeweils d1, 0, > 0, sodass fiir alle |t| < d; bzw. |t| < J; die Ungleichungen

2(0) —a(t)] <& und [B(0) - B(t)| <e

erfiillt sind. Setze ¢ = 3 und 6 = min{dy,é,}, dann sind fiir || < J beide
Ungleichungen erfiillt. Nehmen wir an, es gibt ein solches t € |—4, [ mit
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a(t) = B(t), dann gilt

BO) =B = —1-a(t) = 1+a(t)] < 5.

Dies widerspricht jedoch |a(0) —a(t)| = |1 —a(t)| < 3. Firalle t € |4, ]
muss daher a(t) = —B(t) erfiillt sein.

Schranken wir die Differentialgleichung auf die Umgebung aus Teil [3] ein,
so gilt dort

o (1) = B(t) -y () = —a?(t),

d.h. « ist Losung der Differentialgleichung x’ = —x* zum Anfangswert
x(0) = 1. Diese Differentialgleichung 13sen wir mittels Trennen der Varia-
blen:

2

a(t) —1 t 1 1
/ —dxyr=[1dt & —-1=t & at)=-—.
1 a(t t+1

Unser Losungskandidat ist daher

1
u(t) = g (-11)

und man tberpriift, dass u tatsdchlich die Differentialgleichung 16st. Das
maximale Definitionsintervall ist ] = ]—1, oo]. Wegen

li t| =
Jim u(t)] = o

kann u auch nicht stetig iiber dieses Intervall hinaus fortgesetzt werden.

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Herbst 2016, T2A5)

Der Definitionsbereich der Gleichung ist ein Gebiet, die rechte Seite ist
stetig. Wir zeigen, dass f sogar Lipschitz-stetig beziiglich x ist. Seien dazu
(t,x), (t,y) € R?, wobei wir 0.B.d. A. x < y annehmen. Es gilt

()
[f(t,x) — f(t,y)| = ||cosx| —|cosy|| < |cosx —cosy|.

Laut dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung existiert nun ein xy €
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|x, y[, sodass

COS X — COS Y
x—y

= cos'(xg) = —sin(xp) & cosx—cosy = —sin(xg)(x —y)

und damit

[f(tx) = f(y)] < [cosx —cosy| = [sin(xo)| - [x —y| < |x —y]

gilt. Damit ist f (sogar global) Lipschitz-stetig beziiglich x mit Lipschitz-
Konstante 1. Laut dem Globalen Existenz- und Eindeutigkeitssatz 7.12
existiert damit ein Intervall | — ¢, §[, sodass das angegebene Anfangswert-
problem eine eindeutige Losung besitzt.

[ Es gilt fiir s € |—b, —a[ unter Verwendung der Achsensymmetrie des
Kosinus:

@'(s) = &' (=s) = f(~s,a(=s)) = |cosa(=s)| + (=5)* =
= | cos(—a(—s))| +s* = | cos(@(s))| + 5% = f(s,&(s)).

Zudem ist #(0) = —a(0) = 0, also ist auch die Anfangsbedingung erfiillt.

Anmerkung Laut Teil B folgt mit der Eindeutigkeit der (maximalen)
Losung, dass a(s) = —a(—s) fiir s € ]a, b[ gilt — wir haben soeben also
gezeigt, dass die Losung des Anfangswertproblems punktsymmetrisch
zum Ursprung ist.

(i) In Teil [] hatten wir gesehen, dass das Anfangswertproblem eindeutig
losbar ist. Nun folgt daraus aber, wie eben bemerkt, « = &. Damit ist
insbesondere | — t*, —t~[= ]t +*[ und daraus folgt die Behauptung.

(ii) Wir folgen dem Vorgehen von Seite 413 und erhalten fiir s € |, 7|

la(s) — a(0)] = ’/:f(t,a(t)) dt' _ ‘/0 | cosa(t)] + £ di| <

s 2 13]° 13
§/1+tdt: b4+ 28 =s+ s
0 3 1o 3

Umformuliert ergibt dies mit «(0) =0

—5— %53 <a(s) <s+ %53.
Nun ist der Rand des Definitionsbereichs der Gleichung leer, und wegen
der Abschitzung ist lim,_,,+ a(s) endlich, falls t* endlich wére. Damit
bleibt gemafl der Charakterisierung maximaler Losungen nur der Fall
tT = 0o, und damit laut Teil (i) auch t~ = —oo, iibrig.
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Losungen zu Thema Nr. 3

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Herbst 2016, T3A1)

Sei f nicht-konstant, dann ist U = f(C) nach dem Satz iiber die Gebiet-
streue 6.22 ein Gebiet. Laut Voraussetzung stimmt also g;; mit der Null-
funktion tiberein. Nach dem Identitdtssatz muss daher g bereits selbst die
Nullfunktion sein.

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Herbst 2016, T3A2)

B Seia > 0und n € N. Auf der offenen Menge R \ {0} ist f,, definiert durch

sin?(n%x)

X — =, und somit als punktweise Verkniipfung stetiger Abbildungen
stetig. Betrachten wir noch x = 0. Hier gilt unter Verwendung der Regel

von L'Hospital
in2 (& ; i3 o o
i S (n"x) _ lim 2sin(n"x) cos(n*x)n* 0 _ 0.
x—0 nx x—0 n n

Zusammen mit f,(0) = 0 ergibt sich lim,_,o f,(x) = f,,(0).

[ Im Fall x = 0 ist wegen f,,(0) = 0 die Behauptung klar. Sei also x # 0.
Dann gilt

sin?(n%x)
nx

< lim
n—oo

lim |f,(x)| = lim =0

n—oo n—oo

nx

und damit auch lim,, ;0 f5(x) = 0. Damit konvergiert die Funktionenfolge
punktweise gegen die Nullfunktion.

B Seie >0 beliebig. Wir miissen ein N € IN finden, sodass fiir alle x € R
und fiir alle n > N die Ungleichung |f,(x)| < ¢ erfiillt ist. Wiederum
ist dies im Fall x = 0 wegen f,(0) = 0 klar. Fiir x # 0 treffen wir die
Abschitzung

1-n"x
nx

sin(n“x) sin(n“x)
nx

(2) a—1 _ 1
— nl-w

<

|fu(x)] =

=
NI—= =

Dabei haben wir an der Stelle (x) den Hinweis aus der Aufgabenstellung
verwendet. Setzen wir nun N = Slz, so folgt aus n > N fiir alle x # 0

()] < L =e.
N2
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] Wir wahlen e = % Wiirde f;, gleichméfig gegen die Nullfunktion konver-
gieren, so gibt es ein N € N, sodass |f,(x)| < 1fiirn > N und x € R.
Fiir ein gentigend groles n > N gilt xg = 5= € ]0,1[. Es gilt

s 2 [ N*
_ sin?(N%yp) S (5#) oo

fn(x0) Nxg o % N’

Daraus folgt jedoch wegen & — 1 > 0 fiir alle n > N die Abschitzung

2 2. 4.2 1
= — > — — . = —
fn(x0) 7TN > 7IN > 1 2

im Widerspruch zur Wahl von .
- J

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Herbst 2016, T3A3)

Die wesentliche Idee liegt hier in der Nutzung der komplexen Exponential-
funktion. Diese bildet ndmlich (wie wir spater zeigen werden) den Streifen

U={zecC|-§ <Imz < §} auf die gewiinschte Menge ab. Deshalb

definieren wir zunéchst ¢1: S — U,z — 11—22 — %T. Offensichtlich ist ¢; biho-
lomorph. Tatsdchlich bildet ¢ die Menge S auf U ab: Ist namlich z € S, so
gilt

0<Imz< 6w < —3m<Im(z—3ir)<3m
4 12 4 4°

Wir zeigen nun, dass ¢,: U — T,z +— ¢ eine biholomorphe Abbildung ist.
Sei z € U, dann gilt

¢2(Z) — eReeriImz — eRezeiImz cT

und somit ¢, (U) C T. Es ist bekannt, dass die Exponentialfunktion holo-
morph ist. Zum Nachweis der Injektivitit seien zq,z, € U mit e*! = ¢*2. Es
folgt z1 = zp + 2kri fiir ein k € Z. Wegen —7 < Imz;,Imz, < I muss aber
bereits k = 0 und somit z; = z gelten. Zum Nachweis der Surjektivitat sei
z€T,alsoz=re? mitr >0und —% < ¢ < Z.Es giltdann Inr +ip € U

und ‘
eln rtigp _ o
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Insgesamt ist damit ¢, eine biholomorphe Abbildung wie behauptet und wir
erhalten mit ¢ = ¢; o ¢ die biholomorphe Abbildung

in

p:S—T, 2 ei
Zudem gilt

. . 1, in . 1

lim |¢(z)] = lim Re(22F) = lim emReZ = oo
Rez—o0 Rez—o0 Rez—o0

und somit ist der geforderte Grenzwert auch erfiillt.

. J

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Herbst 2016, T3A4)

,=": Nehmen wir an, dass die Gleichung autonom ist. Dann ist f(t,x) =
f(t+,x) fur alle (,x) € R x R” und 7 € R. Sei ferner ¢ eine Losung und
¢ wie in der Angabe. Dann gilt fiir t € |a — v, b — y[, dass t +y € |a, b[ ist.
Wir erhalten, da ¢ laut Annahme eine Losung der Gleichung ist, mit der
Kettenregel:

Py(t) = @t +7) = flt+7,0(t+7)) = f(t 9y (1))
Also ist auch @, eine Losung der Gleichung.

,<=": Seien alle Bezeichnungen wie zuvor. Wir miissen zeigen, dass fiir alle
0,7 € R, y € R" die Gleichung f(7,y) = f(0,y) gilt. Betrachte zunéchst die
beiden Anfangswertprobleme

x=f(tx), x(t) =y, bzw. x=f(tx), x(0) =y.

Da die Gleichung den Voraussetzungen des Globalen Existenz- und Ein-
deutigkeitssatzes geniigt, besitzen diese eindeutige maximale Losungen ¢
bzw. ¢. Laut Voraussetzung ist nun fiir v = 7 — ¢ auch ¢, eine Losung
von X = f(t,x), und zwar zum Anfangswert ¢, (c) = ¢(7) = y. Laut dem
Globalen Existenz- und Eindeutigkeitssatz ist ¢, somit eine Einschrankung
von Y. In einer Umgebung von ¢ gilt also

floy) = flo,9(0) = (o) = ¢ (0) = ¢(7) = f(7,9(7)) = f(T,y).
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Losungsvorschlag zur Aufgabe (Herbst 2016, T3A5)

B (i) Die Nulllssung heifit asymptotisch stabil, wenn sie attraktiv und stabil
ist. Dabei bedeutet stabil, dass es fiir jedes ¢ > 0 und zu jedem T € R ein
4 > 0 gibt, sodass fiir jeden Anfangswert ¢ € R mit ||{|| < ¢ die maximale
Losung A, ¢ (t) fiir alle t > 7T existiert und die Abschitzung [[A (¢ ()] <
¢ fuir alle t > T erfiillt. Ferner bedeutet attraktiv, dass diese maximale
Losung existiert und die Grenzwerteigenschaft lim; o | A () (t)[| = 0
erftllt.

(ii) Die stationdre Nullldsung ist asymptotisch stabil, wenn alle Eigenwerte
der totalen Ableitung (Df)(0) negativen Realteil haben.

[} Wir bezeichnen die rechte Seite der Gleichung als f(x;,x;) und berechnen

zunichst 2
_ 2X1%7 X7 + cos x3
(Df)(x1,x2) = <_23x1 +x3 —3+2x1x) "

ono- (% )

mit charakteristischem Polynom X(X +3) +2 = X? 4 3X + 2. Dessen
Nullstellen berechnen sich zu

Entsprechend ist

Die beiden Eigenwerte —1 und —2 sind beide negativ, also ist die stationére
Losung 0 asymptotisch stabil.
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Prifungstermin: Frithjahr 2017

Thema Nr. 1
(Aufgabengruppe)
Aufgabe 1 — S. 198 6 Punkte
Es sei f eine ganze Funktion mit der Eigenschaft, dass fiir alle z € C mit |z| > 3
gilt, [f'(z)| <1+e M.
Zeigen Sie, dass es a,b € C gibt, sodass f(z) = az+ b fiir alle z € C.

Aufgabe 2 — S. 198 1+2+ 3 Punkte

Bl Es sei
X={zeC|Imz >0}

der Abschluss der oberen Halbebene. Zeigen Sie, dass durch

1

fz) = 22 +iz—2
eine Funktion f: X — C ohne Polstellen definiert ist.
Zeigen Sie, dass |f| auf X ein globales Maximum hat.

@ Bestimmen Sie das globale Maximum von |f| auf X und geben Sie alle Punkte
an, an denen das globale Maximum angenommen wird. Begriinden Sie, warum
Thre Antwort in der Tat das globale Maximum von |f| auf X ist.

Aufgabe 3 — S. 199 3+ 3 Punkte
Bl Gibt es eine holomorphe Funktion f: C — C mit f(1) = 7t und f'(z) = |z|f(z)
fur alle z € C?

Zeigen Sie, dass es hochstens eine ganze Funktion f mit f(0) = 2 + 3i gibt,
g g g
sodass R
f'(z) =sin(z) f(z) + € fiir alle z € C.



194 4 Analysis: Aufgabenlosungen nach Jahrgangen

Aufgabe 4 — S. 200 244 Punkte
Bl Bestimmen Sie die Ableitung der Funktion
sinx ,

f:IR—)IR,x»—)f(x):/ e dt.

0

[J Bestimmen Sie die Ableitung der Funktion
sinz

g: ]R%]R,Z*—)/ V4 + 322 dt
0

am Punkt z = 7.

In beiden Aufgabenteilen muss klar ersichtlich sein, wie Sie zu Ihrem Ergebnis
kommen.

Aufgabe 5 — S. 201 3+ 3 Punkte

B} Wir betrachten die Differentialgleichung

Bestimmen Sie die maximale Losung ¢ der Differentialgleichung zum Anfangs-
wert ¢(0) = 2. Vereinfachen Sie Ihre Antwort so weit wie moglich.

[ Wir betrachten die Differentialgleichung

1 t

y = gyS + tarctan(t) — %
Zeigen Sie, dass fiir jede Losung der Differentialgleichung mit lim; .« ¢(£) =0
auch der Grenzwert lim;_,« ¢(f) existiert, und bestimmen Sie diesen. Vereinfa-
chen Sie Ihre Antwort so weit wie moglich.

Thema Nr. 2
(Aufgabengruppe)

Aufgabe 1 — S. 203 2+ 2+ 2 Punkte

Fur n € IN seien

fr,Qn: (0,00 = R, fu(x) =x"e™™, gu(x) =x"e "
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Sei n € IN beliebig, aber fest. Untersuchen Sie, ob die Funktionen f, und g,
auf [0, o[ Maximum und Minimum annehmen.

Zeigen Sie, dass (fn)yen und (gn)nen auf [0, 00[ punktweise konvergieren.
Bestimmen Sie die jeweilige Grenzfunktion f bzw. g.

[ Welche der Funktionenfolgen (f,)n,en und (gn),en konvergieren auf [0, o]
gleichmafig?

Aufgabe 2 — S. 204 14+1+4+2+2 Punkte

Gegeben sei ein stetig differenzierbares Vektorfeld f: R3 — R® derart, dass die
Differentialgleichung

x' = f(x) (*)
die Erhaltungsgrofsen

V,IW: R > R, V(x1,x2,x3) = x% + x% + x%, W(x1,x2,x3) = x% + x% + 2x3
besitzt. Zeigen Sie:

Alle maximalen Losungen von (x) existieren auf ganz R.
[} x = 0 ist eine stabile, stationire Lésung von ().
Fiir jede Losung x: R — R3 von (%) ist t — x3(t) konstant.

Es gibt ein Vektorfeld f mit den obigen Eigenschaften, fiir welches zusétzlich
die maximale Losung des Anfangswertproblems x’ = f(x), x(0) = (1,0,0)
periodisch und nicht konstant ist.

Aufgabe 3 — S. 205 1+4-+1 Punkte

Sei f: R? — R?, f(x) = (|x2|"2, |x1|"/?), und D = ]0, o0[>. Zeigen Sie:

Das Anfangswertproblem x’ = f(x),x(0) = xp ist fiir jedes xop € D lokal
eindeutig losbar.

Es gibt genau eine Losung x: [0,00] — R? des Anfangswertproblems x = f(x),
x(0) = 0 mit x(¢t) € D fiir alle t > 0. Hinweis Die Trajektorie einer solchen L-
sungen ist der Graph einer Funktion, welche wieder eine Differentialgleichung
erfillt.

Das Anfangswertproblem x = f(x), x(0) = 0 ist nicht eindeutig losbar.
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Aufgabe 4 — S. 207 3+ 3 Punkte
SeiD={zeC]||z| <1}

B} Bestimmen Sie alle holomorphen Funktionen f: D — C mit
f(0)=1und Vz € D: f'(z) = (f(2))

[J Bestimmen Sie alle holomorphen Funktionen ¢ = u +iv : D — C, u und v
reellwertig, mit

1(0) =v(0) =0und Vz € D : sinu(z) + iv(z) cosv(z) = 0.

Aufgabe 5 — S. 208 6 Punkte
Sei U =R?\ {0} und f: U — R? stetig differenzierbar mit folgenden Eigenschaf-
ten:
(i) axlfl = axzfz und axzfl = *axlfz-
(ii) fistauf {x € U | x3 +x3 < 1} unbeschréankt,

und auf {x € U | |x1] < 1,xp = 0} beschrankt.

Zeigen Sie, dass es eine Folge (x,),en gibt mit limy, 00 Xy = 0 = limy 0 f(X1)-

Thema Nr. 3
(Aufgabengruppe)

Aufgabe 1 — S. 209 6 Punkte

Es seien p: C — C ein Polynom sowie 7, der positiv orientierte Rand der
Kreisscheibe mit Radius r > 0 um w € C. Beweisen Sie fiir das komplexe
Wegintegral:

?{ p(z) dz = 2mir?p' (w).
Yrw

Aufgabe 2 — S. 210 2+ 2+ 2 Punkte
Gegeben sei die lineare Differentialgleichung fiir x: R — R3

X (F) = (‘41 j) x(b).

B Zeigen Sie, dass der Ursprung ein asymptotisch stabiler Gleichgewichtspunkt
der Differentialgleichung ist.
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Geben Sie einen Wert x(0) € R? an, sodass die euklidische Norm ||x(t)|| der
Losung x keine monotone Funktion der Zeit t € R ist.

@ Bestimmen Sie ein p > 0, sodass fiir jede Losung x die Funktion f: R — R mit
f(t) = x1(t)? + px2(t)> monoton in der Zeit € R ist.

Hinweis Zum Losen der Aufgaben muss die allgemeine Losung der Differential-
gleichung nicht angegeben werden.

Aufgabe 3 — S. 211 6 Punkte

Gegeben ist die Funktion f: R?> — R? mit f(x,y) = x + y?. Bestimmen Sie fiir
jedes r > 0 die Menge aller kritischen Punkte von f unter der Nebenbedingung
x? +y? = r2 und geben Sie mit Begriindung an, ob es sich bei diesen um lokale
Maxima oder Minima handelt.

Aufgabe 4 — S. 212 2+ 4 Punkte
Im Folgenden sei f: R? — R? eine integrable Funktion.
Formulieren Sie den Transformationssatz fiir Integrale im Spezialfall, dass

Sie das Integral von f o T zuriickfithren auf das Integral tiber f, wobei die
Transformation T: R? — R? eine lineare Abbildung ist.

[ Integrieren Sie die Funktion f: R?> — R2,

1
14 (%1 +x2)2) (1 + (2x1 + 5x2)2)

f(xll XZ) = (

iiber R2.

Aufgabe 5 — S. 213 24242 Punkte
Gegeben ist die Folge (f)nen von Funktionen f,: R — R mit

n
fol0) = T

Beweisen Sie:

fn konvergiert auf dem offenen Intervall (0, 1) punktweise, aber nicht gleich-
maflig gegen 0.

limy se0 [y fu(x)dx = Z.
€

Fiir jeden Parameter a € (0,1) ist limy, 0 fol x* fu(x)dx = 0.
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Losungen zu Thema Nr. 1

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Friihjahr 2017, T1A1)

.

Fiir alle z € C gilt e~ ?| <1 und somit die Abschitzung
If'(z)] <1+e 1l <2 fiirallez € C\ B3(0). (%)

Aufgrund des Maximumsprinzips fiir beschréankte Gebiete gibt es aufserdem
ein zg € 0B3(0) , sodass

If'(z)] < |f'(z0)] <2 fiir alle z € B3(0),

wobei wir verwendet haben, dass auch zy die Abschitzung (x) aus der
Angabe erfiillt. Insgesamt ist damit f’' beschriankt. Da mit f auch f’ eine
ganze Funktion ist, folgt mit dem Satz von Liouville, dass f/(z) = a fiir alle
z € C und ein a € C gilt. Als ganze Funktion hat f (bzw f’) eine auf ganz C
glltige Potenzreihendarstellung der Form

f(z) = i aZk bzw. f(z) = ikakzk_l.
k=0 k=1

Wegen f'(z) = a fiir z € C folgt ay = 0 fiir k > 2 und 47 = 4. Damit wird f
zu
f(z) =ap+az

und mit b = ay ist die geforderte Gleichung gezeigt.

J

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Friihjahr 2017, T1A2)

B Man berechnet

—it/=14+8 —it7
5 = .

2+iz—2=0 & z= >

Da der Imaginarteil aller Nennernullstellen negativ ist, liegen diese nicht
in X und f hat auf X keine Singularititen.
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Wir berechnen fiir z = x + iy mit y > 0 das Betragsquadrat des Nenners zu
2 . 2 . \2 . . 2
’z +zz—2) = ‘(x—l—zy) +i(x+iy)—2| =
2
= (xzfyzf (y+2)) + (2xy + x)? =
= (@ =y =2 =)y +2) + (y +2)° + 4% + 4Py + 2% =
=t 2222+t 2y —4x? 28 4yt
+ 2 Ay + 4+ 4% APy + 2% =
= x4+2x2y2+y4+2yx2 —3x2+y3+5y2+4y+4 >

2x4—3x2+4:(x2—%)2+%2%

Damit haben wir

2
z)| < — furalle zeX.
f(2)] < 7
Wegen |f( %) = % wird der maximale Wert auch angenommen, d. h.
\% ist ein globales Maximum von |f| auf X.

Nehmen wir an, dass x 4 iy € X ein Maximum des Betrags ist. Die obige
Ungleichung ist fiir y > 0 oder x? # 3 strikt, also kommen nur die beiden

Punkte :I:\/g infrage. Einsetzen zeigt, dass diese auch tatsichlich beide

ein Extremum sind.
\ J

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Friihjahr 2017, T1A3)

Angenommen, es gibt so eine ganze Funktion f: C — C, dann wire
auch f’: C — C ganz und insbesondere die Einschrankung f|/C\ (0} holo-

morph, miisste also auf ihrem Definitionsbereich die Cauchy-Riemann-
Differentialgleichungen erfiillen. Unter Verwendung von 0 |z| = "Z‘—‘ und

dylz| = |l fiir z # 0 lautet die erste davon:
7|

Oy Re (2) = s Re (Jz(2)) = XL 4 o Re f(z) =

il P/hﬁ‘() + 1213y Im £ (z) = 3, Im (|2[f(2)) = 3, Im f'(2)
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Da f selbst holomorph ist und die Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen
erfiillt, reduziert sich obige Gleichung fiir z # 0 auf

xRe f(z) =yIm f(z).

Verwendet man nun f(1) = 71, um diese Gleichung bei 1 auszuwerten,
erhdlt man 7 = 0. Der Widerspruch zeigt, dass f zumindest in 1 nicht
holomorph sein kann. Insbesondere kann f keine ganze Funktion sein.

[ Seien f; und f, zwei Funktionen mit den angegebenen Eigenschaften.
Dann gilt fiir die ganze Funktion g = f1 — f»

§'(z) = fi(z) = f3(2) =sin(2) (fi(2) - fo(x)) =sin(z)g(z),  g(0) =0.

Betrachte nun die Abbildung h(z) = g(z)e“%. Auch diese ist eine ganze
Funktion und es gilt fiir z € C

W(z) = g'(z)e®* — g(2)e“*** sinz = sin(z) - g(2)e“*°* — ¢(z)e“*** sin(z) = 0.

Also ist h konstant, wegen 1(0) = 0 ist somit /(z) = O fiir alle z € C. Da
e # 0 fur alle z € C gilt, folgt daraus g(z) = 0 und somit f; = f,.

& J

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Friihjahr 2017, T1A4)

B Laut dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung gilt

d (¥ p 2
a/oe dt =¢".

Mit der Kettenregel folgt daraus
f(x) = s’ (%) . cos x.
[ Definiere zunichst die Funktion

sinz
$(y,2): R > R, (y, l—)/ V432 dy,
$(,2) (y,2) A + 3y* dy

dann gilt nach der Kettenregel:

§'(z) = %A(Z,Z) = (V3$) - G) .
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Wie berechnen daher (wie in [ ):

sinz
v,z d/ \/ 14+ 3y2 dt = \/sin(z) +3y2 - cos z

Um 9,4(y, z) berechnen zu kénnen, wenden wir zunéchst den Satz tiber
die Differenzierbarkeit von Parameterintegralen an: Es gilt

/ _ 3y
dy 4+ 3y% = W/

also ist die Funktion (y, t) — +/t* + 3y? fiir t # 0 stetig partiell differen-
zierbar nach y, auflerdem stetig in t. Da wir uns am Ende fiir die Ableitung
von g an der Stelle z = 7 interessieren, kénnen wir uns auflerdem auf
y € [3,4] beschrénken. In diesem Fall ist ndmlich

/ 3y 12
8 t4 3 = < ’
WET = Vi S Vo

d.h. der Integrand besitzt integrierbare Majorante. Wir kénnen nun Ablei-
tung und Integration vertauschen:

sinz sinz
9§ (y,2) :8y/0 mdt:/o ay\/t + 32 dt.

Wertet man 9,¢(y, z) an der Stelle (77, ) aus, erhilt man auf jeden Fall 0,
da von 0 bis 0 integriert wird. Insgesamt folgt:

¢ () = 3:8)(m, M) + (3y8) (7r, T) = y/sin*(71) + 372 - cos T +0 = —71V/3.

- J

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Friihjahr 2017, T1A5)

Die Losungsformel aus der Variation der Konstanten ergibt zundchst

2 LI 4 [ T_O 4s)5d
exp</0 1532 s)—Hexp(/O1_i_?)s2 s)/oexp(—/o 11372 s>5

Nun gilt

}2)

L 6s N 2
/0 1432 ds = [ln(l +3s )}0 =In(1+ 3¢%).
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Damit erhalten wir
t

_ 2 2
o(t) = 2(1+312) + (1+ 3¢ )/O T

Mittels Substitution erhalten wir fiir das hintere Integral

t 5 Vit 5 5 (vat o1
/72015:/ 7ds:—/ 5 ds=
0 1+3s 0 V3(1+s2) V3Jo 1+s

(\]/gt = \% arctan(v/3t).

5
= —= [arctans]

V3

Die Losung ist somit

= 2 i 2 arctan
p(t) =2+ 6t +\/§(1+3t) tan(V/3t).

Man tiberpriift unmittelbar, dass diese Funktion das Anfangsproblem 10st.
Da ¢ auf ganz R definiert ist, handelt es sich aufserdem um die maximale
Losung.

[ Wir bestimmen mit der Regel von 1'Hospital:

arctant — Z
lim t (arctant — %) = lim 712 =
t—o0 t—00 t—
1+2)! —t
= lim a+8)7 _ lim = 1.
t—ro0 _t—2 t—oo 1 + tZ

Ist nun y(t) eine Losung der Gleichung, so gilt

y(t)? =5- [y’(t) — t(arctan(t) — g)]

und wegen lim;_,« i/ (t) = 0 konvergiert die rechte Seite der Gleichung.
Aufgrund der Stetigkeit von t +— v/t folgt daraus die Konvergenz von y(t).
Um den Grenzwert zu bestimmen, betrachte:

(limy(t))® = - limy(t)} =5[0 - (-1)] =5 < lim y(t) = V5.

t—o0 t— o0
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Losungsvorschlag zur Aufgabe (Friihjahr 2017, T2A1)

B Es gilt £,(0) = g,(0) = 0 fiir alle n € IN sowie f,(x),gn(x) > 0 fiir x €
10, 00[. Also ist 0 ein Minimum von f,, und g, auf [0, oo[. Zur Untersuchung
auf Maxima berechne zunéchst

fi(x) = nx""le™™ 4 x"e T (—n) = nx" e (1 — x).

Damit hat f, eine Nullstelle bei x = 1. Da der erste Faktor stets positiv
ist, gilt f'(x) > 0 fiir x < 1 und f'(x) < 0 fiir x > 1, sodass an der Stelle
x = 1 ein Maximum vorliegt. Der zugehorige Funktionswert berechnet
sich zu f,(1) = e "

Analog verfahren wir fiir g, und erhalten
gh(x) = nx" e 4 xe ™ (—nx" ) = nx" e (1 —xM).

Neben der schon behandelten Nullstelle bei 0, hat auch g}, nur die Nullstel-
le x = 1 und aus dem gleichen Grund wie zuvor liegt dort ein Maximum

mit Funktionswert ¢, (1) = e~! vor.

Wir zeigen zunichst, dass (f,),en punktweise gegen die Nullfunktion
konvergiert. Sei dazu x € [0,c0[. Die Abschitzungen aus Teil F] zeigen,
dass xe ™™ = fi(x) < e™" < 1 gilt. Daher erhalten wir

lim f,(x) = lim x"e™"™ = lim (xe™*)" < lim e =0.
n—oo n—oo n—o0 n—o00
Da das Maximum von g, konstant bei ¢~! lag, kann (g,),en nicht ge-

gen die Nullfunktion konvergieren. Wir zeigen stattdessen, dass (¢, )nen
punktweise gegen

el fallsx=1

. (0, - R, x—
g: 0, {0 sonst

konvergiert. Fiir x = 1 ist dies klar. Fiir x < 1 gilt lim; e x" = 0 und
daher

Jim g0 (2) = Jim 27 < fim " =0 = (2.

Fur x > 1 schliefllich erhalten wir wegen lim;,_,c X" = oo:

Jim () = Jim "o~ = im xe77 =0 = (o),
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Das Argument aus Teil [} zeigt bereits, dass (f,)neN gleichmidBig konver-
giert: Sei e > 0. Wahle N € N so gro}, dass e N < e. Es gilt dann fiir
x € 0,00 und n > N

fu(x) < fu(l) =e " <e N <e

Wiirde die Folge (¢x)nen gleichmiBig konvergieren, so wiirde aus der
Stetigkeit von g, auch die Stetigkeit der Grenzfunktion g folgen. Jedoch
haben wir bereits in [}J gesehen, dass ¢ nicht stetig ist.

. J

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Friihjahr 2017, T2A2)

Bl Da f nach Voraussetzung stetig differenzierbar ist, ist f nach Propositi-
on 7.10 auch lokal Lipschitz-stetig. Da die Differentialgleichung x" = f(x)
auf dem Gebiet R? definiert ist, gibt es nach dem Globalen Existenz- und
Eindeutigkeitssatz 7.12 eine eindeutige maximale Losung A: Ja,b] — R3
zu jedem Anfangswert A(7) = ¢.

Nehmen wir an, es ist 4 > —oo, dann muss wegen OR3 = & laut Satz 7.13
die Bedingung limy\ , [|A(t)|| = co gelten. Insbesondere wire dann

Hm V(A()) = Hm | A()[|* = oo.
im V(A(®) = lim A = oo
Jedoch ist V laut Angabe eine Erhaltungsgrofie fiir die Differentialglei-
chung x’ = f(x), sodass

. T a+b\y _ a+b

lim V(A(1) = lim V(A($2)) = VA("5E)) < o0
gilt. Die einzige Moglichkeit ist daher 4 = —oco und genauso zeigt man
b = co. Insgesamt ist dann A auf ganz R definiert.

[ Wir zeigen die Stabilitat der Nulllosung direkt anhand der Definition.
Seien dazu € > 0 und T € R vorgegeben. Nach Teil B existiert fiir jeden
Anfangswert ¢ € R® die maximale Lésung A: R — R® zum Anfangswert
A(t) = ¢, also insbesondere diejenige zu den Anfangswerten ¢ mit ||§|| <
e. Da V eine Erhaltungsgrofe fiir x’ = f(x) ist, haben wir

1AM — 0l = A = \/V(A) = /V(A(D) = IIg]2 = gl < e

fiir alle t € R.

Da V(x(t)) und W(x(t)) fiir jede Losung x: R — RR® konstant sind, ist
auch
x3(t) = 2x3(t) = V(x(t)) = W(x(t)) =: ¢
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\

konstant. Diese quadratische Gleichung fiir x3(t) hat genau zwei diskrete
Losungen. Da x3(t) stetig ist, kann nur eine davon angenommen werde,
d.h. x3(t) ist konstant.

Sei A: R — R? die maximale Losung der Differentialgleichung x' = f(x)
zum Anfangswert x(0) = (1,0,0) mit dem zu bestimmenden Vektorfeld
f: R® — R®. Nach Teil [ folgt aus A3(0) = 0 sogar A3(t) = O fiir alle
t € R. Wegen

V(A(t)) = A3(t) + A3(t) = const.

fur alle t € R muss sich A auf einer Kreisbahn bewegen. Ein mogliches A
ist daher die periodische und nicht-konstante Funktion

AMR—=>RE, t— (cost, sint, 0).
Die zugehorige Differentialgleichung ist
x]=—xy, xh=1x1, x5=0,
was dem Vektorfeld
f: R® — RS, (x1, x2, x3) — (—x2, x1, 0)

entspricht.

J

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Friihjahr 2017, T2A3)

Der Definitionsbereich der Gleichung ist mit R x D ein Gebiet, die Funk-

[ Seix: [0, co[ — R? eine Losung von % = f(x) mit x(0) = 0 und x(t) € D

tion f ist als Verkettung stetiger Funktionen auf R? stetig. Fiir x;,x, > 0
gilt ferner f(x,y) = (x;/z, x%/z) und damit

0 1,172
(Df) (31, %2) = <1x1/2 i )

271

Da alle Eintrdge dieser Jacobi-Matrix stetig sind, ist f|p stetig differenzier-
bar, also Lipschitz-stetig. Deshalb folgt die Behauptung aus dem Globalen
Existenz- und Eindeutigkeitssatz.

fur t > 0. Laut dem Hinweis ist dann die Trajektorie dieser Losung als
Graph einer Funktion darstellbar, d. h. es gibt eine Funktion g: [0,c0] — R
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mit g(x(t)) = x1(t) fiir alle t > 0. Es gilt dann nach der Kettenregel

() = B2 _ (1)) 4500)

BB (O nl) |V
& gx(t) = o) (xl(t)> B (g(xz(t))) '

Die Funktion g ist also Losung der Differentialgleichung y' = (

1/2
x
)
zu einem Anfangswert y(x2(7)) = x1(7) fiir ein T > 0. Diese Differential-

gleichung ist auf dem Gebiet D definiert, auflerdem ist die rechte Seite
wegen
X2 172 1 —X2
I~ = o 12
Yy 2,/ Yy

auf D partiell stetig differenzierbar, also nach Proposition 7.10 lokal
Lipschitz-stetig beziiglich y. Nach dem Globalen Existenz- und Eindeutig-
keitssatz besitzt das Anfangswertproblem daher eine eindeutige maximale
Losung. Diese Losung bestimmen wir nun mittels Trennen der Variablen:

8(x2) x
/(jyl/zdy:/zwlmdw &
x1(t T

= % (g(x2)3/2 —x1(T)3/2> = % (x;/z - T3/2)

2/3

& g(x) = (xg/z B2 x1(T)3/2)

Diese Losung ist auf ganz [0, o[ definiert und deshalb die eindeutige
maximale Losung des Anfangswertproblems. Wir wollen eigentlich, dass
(x1(0),x2(0)) = (0,0), also g(0) = 0. Einsetzen dieser Bedingung liefert
T = x1(7), sodass g(x1) = xp.

Wir haben also gezeigt, dass fiir jede Losung x mit den genannten Ei-
genschaften x;(t) = x,(t) fiir alle t > 0 gelten muss. Die urspriingliche
Differentialgleichung reduziert sich daher fiir diese Losung auf

Diese Differentialgleichung ist wieder auf dem Gebiet D definiert und
die rechte Seite dort stetig partiell differenzierbar nach x;. Laut Globalen
Existenz und Eindeutigkeitssatz gibt es daher zu jedem Anfangswert
eine eindeutige maximale Losung. Wie oben berechnet man diese mittels
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Trennen der Variablen zu

= (304 a@)

Die Bedingung x;(0) = 0 erzwingt x; () = 3%, also ist die eindeutige
Losung mit den gewtinschten Eigenschaften die Abbildung

x:[0, 00 » D, tes (282, 182).

[d Sei A die Losung aus Teil [§ . Dann ist A eine Losung des gegebenen
Anfangswertproblems. Ferner ist aber auch (t) = 0 eine Losung, denn

es ist 0 12
dp(t 0 0]
i = (0) = (aw) =10
Wegen A(t) # 0 fiir alle t > 0 sind diese beiden Losungen nicht identisch,

das Anfangswertproblem ist also nicht eindeutig losbar.
& J

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Friihjahr 2017, T2A4)

Wir beweisen per vollstindiger Induktion, dass f(")(0) = ! fir n € N gilt.
Der Induktionsanfang ergibt sich direkt aus f'(0) = f(0)? = 1. Nehmen
wir an, die Gleichung ist fiir n € IN erfiillt. Mithilfe der verallgemeinerten
Produktregel (Leibniz’sche Regel) erhalten wir zunéchst

FOE) = £of @) = 3@ = 1 ()00 D),

k=0

Einsetzen der Induktionsvoraussetzung liefert nun

£r0) = 3 (3 ) f00 0 = 3 () )etn =y

k=0 k=0
n
=) nl=(n+1)!
k=0
Somit ist ®
e M) ek 1
fO =L g = L =

Tatsédchlich priift man unmittelbar, dass diese Funktion die geforderten
Bedingungen erfiillt.




208 4 Analysis: Aufgabenlosungen nach Jahrgangen

[ Laut Voraussetzung sind u und v reellwertig. Aus der angegebenen Glei-
chung und der Eindeutigkeit von Real- und Imaginérteil folgt also, dass
firze D

sinu(z) =0 = v(z) cosv(z)

gelten muss. Aus der ersten Gleichung folgt u(z) C {krr | k € Z}. Damit
kann das Bild g(D) jedoch nicht offen (also kein Gebiet) sein, denn fiir
jedes k € Z und e < 7 liegt k7t + € nicht in der Menge. Laut dem Satz
von der Gebietstreue muss g damit konstant sein. Zusammen mit dem
Anfangswert erhalten wir g(z) = 0 fiir alle z € D. Wiederum priift man
unmittelbar, dass diese Funktion die Bedingungen erfiillt.

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Friihjahr 2017, T2A5)

Wir betrachten die komplexe Funktion

§:C\{0} = C, x+iy— fi(x,y) +if2(x,y).

Die Bedingung (i) entspricht genau den Cauchy-Riemannschen Differential-
gleichungen fiir g, sodass ¢ holomorph ist. Wir untersuchen nun den Typ der
Singularitat 0. Ware 0 hebbar, so gibe es eine holomorphe Fortsetzung auf C
und diese wiirde auf der kompakten Menge E ein Maximum annehmen -
Widerspruch dazu, dass f auf [E unbeschrankt ist.

Zudem ist z, = % eine Folge in U, mit lim,, . z; = 0, entlang derer f laut

Bedingung (ii) beschréinkt bleibt, also ist
lim f(z) # oo.
z—0

Dies zeigt, dass 0 auch keine Polstelle von f ist. Deshalb muss 0 eine wesent-
liche Singularitit sein.

Wir folgern nun die Existenz einer Folge mit den geforderten Eigenschaften
aus dem Satz von Casorati-WeierstrafS: Sei dazu n € IN. Laut dem Satz ist das
Bild von B, (0) dicht in C, d.h. es gibt ein z, € By (0), sodass |f(z4) — 0| < 1
gilt. Die konmplexe Folge (zu)nen erfiillt nun lim;;oo zp = 0 = limy 0 f(20).
Definiere die Folge (x,),en durch x, = (Rez,, Imz,), so hat diese die
verlangten Eigenschaften.




Priifungstermin: Frithjahr 2017 209

Losungen zu Thema Nr. 3

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Friihjahr 2017, T3A1)

Sei p(z) = Y}_, axz". Nach Definition ist die Kurve 7, gegeben durch
Yrw: [0,21] = C, t—w+ re't.

Damit berechnen wir nun:

n 27 n . .
/ p(z)dz = G-z dz = / Y @ (@ + re k) - irelt dt =
Yrw Vrw =0 0

k=0
n 27 . .
=) irﬁk/ (@ + re” )k . et dt =
k=0 0
n 27 k
=) ira <k>wk’ (re” ™). et dt
k=0 o =\
n k k
=Y iy <l>wk171/ ei=Dt g4
k=0  1=0 0

Wir berechnen das Integral zunéchst fiir den Fall [ # 1, denn in diesem Fall
ist [ —1 # 0, sodass
27 : 21
/ pi-Dt gy — | L —wolframi(i-1)t|  _ o
0 -1 0

In der Summe oben fallen alle Summanden mit / # 1 weg und iibrig bleibt:

n k 27 n
Y irdy (1)Wk_1r/ 1dt =2mir* Y k" ! = 2mir?p/ (w)
& 0 k=0
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Losungsvorschlag zur Aufgabe (Friihjahr 2017, T3A2)

Bl Das charakteristische Polynom der Koeffizientenmatrix ist x, = X% +2X +
5. Die Eigenwerte der Matrix sind daher

L 2 VA0
===

=—-1+2i

Da alle Eigenwerte negativen Realteil haben, ist die Nulllosung laut Satz
7.29 asymptotisch stabil.

[ Wir berechnen:

LI = S0 +330) = 200051 (6) + 2xa(0)n(t) =

=2(x1(—x1 —x2) +x2(4x1 — x2)) =
2( X +3X1XQ—X%)

Wihlen wir beispielsweise x(0) = (1, 3*—2‘/5), so hat die Ableitung von
|x(t)||> mindestens eine Nullstelle. Damit kann ||x(¢)||?> nur monoton

sein, falls ||x(t)| konstant ist, d.h. ||x(¢)|| = ||(1,3+T‘6)|| fur alle t € R.
Insbesondere ist diese Losung x nicht attraktiv im Widerspruch dazu,
dass nach E] der Ursprung eine asymptotisch stabile Ruhelage ist, alle
Losungen also asymptotisch stabil sind. Der Betrag von x(t) kann daher
nicht konstant bleiben.

Wir berechnen:

L) = L@ + o) = 200010 +20m2(052(0) =

=2 (xl(—xl - Xz) +PX2(4X1 — Xz)) =
=2(=27 + (=1 +4p)x1%2 — px3)

Wiéhle p = }I, dann gilt also

f(t) = —2(3 + §23) <0,

d.h. die Funktion f ist monoton fallend.
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Losungsvorschlag zur Aufgabe (Friihjahr 2017, T3A3)

Die Menge K = {(x,y) € R? | x> + y*> = 2} ist die Nullstellenmenge
der Funktion ¢(x,y) = x> + y*> — r?. Diese ist eine stetig differenzierbare
Funktion mit Gradienten

o) = (53)-

Dieser verschwindet nur im Punkt (0,0) ¢ K, also bildet K eine eindimen-
sionale Untermannigfaltigkeit des R?. Laut dem Satz {iber Extrema unter
Nebenbedingungen ist (x,y) nur dann ein Extremum, wenn es ein A € R
gibt, sodass

(T =ATAED < (5r) =2 (y)-

Die erste Gleichung liefert A = 2x und eingesetzt in die zweite Gleichung
ergibt dies

2y=(2x)2y & 2y(1-2x)=0 <« y=0oderx= 7.

Im Fall ¥ = 0 erhalten wir mittels der definierenden Gleichung von K, dass
x = *r sein muss. Nur im Fall » > % liefert die zweite Losung tiberhaupt
einen Punkt in der Menge K, der sich dann zu

1 1
1ty =r & y=+\rr—3
berechnet. Die Menge der kritischen Punkte ist also
{(£r,0)} falls r <

{(j:r,O), (;,j: r2 — %) } falls r >

Um zu sehen, wo ein globales Extremum vorliegt, berechnen wir die zugeho-
rigen Funktionswerte:

NI— N[—=

f(r,0)=r, f(-r0)=-r, f(%,i rz_%)_rz_'_i
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Das Minimum ist damit —r und wird an der Stelle (—r,0) € K angenommen.
Ferner gilt fiir alle r > 0

1

2
rz—r—l—}I:(r—z) >0 & rP+z>7,

AN

und Gleichheit genau fiir r = 1. Im Fall r = 1 gilt jedoch f(r,0) =
L 4+./r2— 1), Also gilt alleemein: das Maximum ist 72 + 1 und wird
2 1 & 8 1

an den Stellen (4, 4/72 — 1) angenommen.

Alternative: Ohne den Satz tiber Extrema unter Nebenbedingungen kommt
man aus, wenn man fiir K die Parametrisierung

¢:10,2m] — K, t — (rcost,rsint)

wihlt. Die Verkettung f o ¢ ist eine reellwertige auf [0, 277[ definierte Funk-
tion und kann entsprechend mit den Mitteln der Analysis einer reeller
Variablen auf Extrema untersucht werden. Es ergeben sich Hochpunkte bei
t= arccos(%) und t = 0 sowie ein Tiefpunkt bei t = 7. Einsetzen der Werte
in f o ¢ gibt die Minima und Maxima und Einsetzen in ¢ die zugehorigen

Stellen, an denen diese angenommen werden.

. J

Losungsvorschlag zur Aufgabe (Friihjahr 2017, T3A4)

B Sei T eine injektive lineare Abbildung T: R* — IR? und f wie angegeben.
Die Voraussetzung, das T ein Diffeomorphismus ist, ist genau dann erfiillt,
wenn die Darstellungsmatrix A von T beziiglich der Standardbasis des R
invertierbar ist, denn dann ist T bijektiv mit differenzierbarer Umkehrung
x — A~ lx. Ferner ist dann (DT)(x,y) = A sowie T(IR?) = R?, aufgrund
der Bijektivitdt. Der allgemeine Transformationssatz 5.10 liefert unter
diesen Voraussetzungen

/]RZ(foT)(x) dx = /Isz(x)|detA|_l dx = |de1tA| [ 7(x) ax

[ Definiere
. R2 2 X1 x1+x2\ (1 1\ (x
T R* =R (XZ) = (2361 +5X2> o <2 5) (JQ) ’

Diese Darstellung zeigt, dass T linear ist, und da die Darstellungsmatrix
Determinante 3 hat, handelt es sich um eine bijektive Transformation. Mit
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Teil B erhalten wir
1 1 1
/ dy== | ————dx.
R2 1+ (x1 4+ x2)%)(1 4 (2x1 4 5x2)?) 3 JrR2 (14 x3)(1+4x3)
Mit dem Satz von Fubini und unter Verwendung von
o0 1 - )
/700 T dx = [arctan x]®, = th_rggoarctanx =7
berechnet sich das hintere Integral zu
dx; dxy =
3 / /IR 1+ xl) K2) T
1 © 1
‘ ——dxg | =
</ 1+ ) </—w (++) )
_1 T = il
-3 -3
& J

B Sei x €]0,1[ und & > 0. Wahle N € N so, dass x’N > % ist, dann gilt fiir
n>N

no 1 11
1+n2x2 %—l—nxz ~ nx? — Nx?

|fu(x)] =

Also konvergiert f,;, punktweise gegen 0. Nehmen wir an, f;; konvergiert
gleichméflig gegen 0. Dann gibt es ein N € IN, sodass fiir alle n > N und

x €]0,1] die Ungleichung |f,(x)| < } erfiillt ist. Betrachte nun aber £ = 4.

N
Es gilt

N N _1

NE)=—m =525

112272

[J Mittels der Substitution x — = erhalten wir

/l L P L - [arctan(x)]; = arctan(n)
0 1+ n2x2 0o 1+x2 0 '

Daraus folgt wegen lim, . arctan(x) = 7 die Aussage.
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Die gleiche Substitution wie in Teil [ liefert hier

L px® 1 o x® 1 Loy noox®
M dy=— [ T dy= — /7d /7d
/o T+n2? T fy 1427 n"‘(o 12T ) T x)

Fir alle x > 1 gilt x* < x, deshalb konnen wir das zweite Integral
folgendermafSen abschatzen:

noox® "oox 1 N 1 2 1
< = | = — = _ = .
/1 1 5 dx /1 T2 dx [zln(l—f—x )L 2ln(1—|—n ) 21n2

Das andere auftretende Integral konnen wir ebenfalls abschatzen:

1 11
Y dv< [ tdr=1.
/01+x2 x—/o1 x

Insgesamt erhélt man daher

lim [ < lim A1 - 24 bn(1n?)) =0
e Jo T4 (nx)2 x < lim -2 (1—-5In2+ 3In(1+n7)) =0,

wobei wir verwendet haben, dass aufgrund der Regel von L'Hospital der

Grenzwert
1In(1+n? 1 2—a
hmw: limL.iz hmni:()
n—sco n« n—oo 1 +n2 ant—1 n—sco (x(l + nz)
ist.
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